Identificação Modal e Monitorização Dinâmica de uma Ponte em Arco by Miguel Afonso Oliveira Tavares
  
 
 
 
IDENTIFICAÇÃO MODAL E 
MONITORIZAÇÃO DINÂMICA DE UMA 
PONTE EM ARCO 
 
 
 
MIGUEL AFONSO OLIVEIRA TAVARES 
 
 
 
Dissertação submetida para satisfação parcial dos requisitos do grau de 
MESTRE EM ENGENHARIA CIVIL — ESPECIALIZAÇÃO EM ESTRUTURAS 
 
 
Orientador: Professor Doutor Filipe Manuel Rodrigues Leite de 
Magalhães 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
AGOSTO DE 2013   
MESTRADO INTEGRADO EM ENGENHARIA CIVIL  2012/2013 
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL 
Tel. +351-22-508 1901 
Fax +351-22-508 1446 
 miec@fe.up.pt 
 
 
Editado por 
FACULDADE DE ENGENHARIA DA UNIVERSIDADE DO PORTO 
Rua Dr. Roberto Frias 
4200-465 PORTO 
Portugal 
Tel. +351-22-508 1400 
Fax +351-22-508 1440 
 feup@fe.up.pt 
 http://www.fe.up.pt 
 
 
Reproduções parciais deste documento serão autorizadas na condição que seja 
mencionado o Autor e feita referência a Mestrado Integrado em Engenharia Civil - 
2012/2013 - Departamento de Engenharia Civil, Faculdade de Engenharia da 
Universidade do Porto, Porto, Portugal, 2013. 
 
As opiniões e informações incluídas neste documento representam unicamente o ponto 
de vista do respetivo Autor, não podendo o Editor aceitar qualquer responsabilidade 
legal ou outra em relação a erros ou omissões que possam existir. 
 
Este documento foi produzido a partir de versão eletrónica fornecida pelo respetivo 
Autor. 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aos meus pais e irmã 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Identificação Modal e Monitorização Dinâmica de uma Ponte em Arco 
i 
 
AGRADECIMENTOS  
 
Ao meu orientador Professor Doutor Filipe Magalhães por toda a disponibilidade, interesse e dedicação 
ao longo do desenvolvimento desta dissertação.  
Ao ViBest – Laboratório de Vibração e Monitorização de Estruturas a cedência dos dados relativos ao 
ensaio de vibração ambiental realizado e informação proveniente do sistema de monitorização, sem os 
quais este trabalho não poderia ser realizado.  
Ao Engenheiro Nuno Grossinho do consórcio de construção da barragem (Barragem de Foz Tua ACE) 
pela visita guiada às obras. 
Ao amigo de longa data Ricardo Borges por todo o material cedido das suas cadeiras de teoria de sinal. 
Ao apoio técnico da empresa Autodesk pelo esclarecimento de todas as questões relativas à construção 
do modelo numérico.   
Aos amigos e colegas que me acompanharam durante estes cinco anos, simplificando em muito as 
dificuldades encontradas. 
Por fim agradeço o apoio prestado pela EDP Produção, pelo consórcio de construção da barragem 
(Barragem de Foz Tua ACE), pelo engenheiro responsável pelo projeto de reabilitação da ponte (Prof. 
João Pires da Fonseca) e pela EP - Estradas de Portugal que foi essencial para obter informação detalhada 
sobre a ponte e acesso aos dados do ensaio de vibração ambiental e do sistema de monitorização. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Identificação Modal e Monitorização Dinâmica de uma Ponte em Arco 
ii 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Identificação Modal e Monitorização Dinâmica de uma Ponte em Arco 
iii 
 
RESUMO 
 
O principal objetivo da presente dissertação consiste na análise dos dados colhidos no ensaio de vibração 
ambiental da ponte rodoviária na Foz do Rio Tua e posterior estudo dos dados recolhidos pelo sistema 
de monitorização implementado. 
O estudo inicia-se com a exposição dos conceitos teóricos que servirão de base aos métodos de 
identificação modal a utilizar, com os quais será possível realizar a caracterização dinâmica da estrutura. 
Esta exposição será acompanhada por um exemplo simples, elaborado com recurso a rotinas 
desenvolvidas em MatLab, que possibilita uma melhor compreensão dos conceitos apresentados. 
Seguidamente é feita uma breve descrição dos principais ensaios in situ de caracterização dinâmica de 
estruturas, dando-se também atenção ao equipamento necessário para realizar os mesmos. Ficam então 
criadas as bases teóricas e práticas para a apresentação dos dois métodos de identificação modal 
utilizados: método de seleção de picos e método de decomposição no domínio da frequência. Nesta 
secção dá-se continuidade ao uso do exemplo simples introduzido na fase inicial do trabalho.  
Posteriormente, é feita uma apresentação da ponte em estudo, efetuando-se uma breve referência à sua 
história e principais características estruturais. É descrito o ensaio de vibração ambiental realizado sobre 
a estrutura e são aplicados os métodos de identificação modal previamente implementados em MatLab. 
Após a caraterização dinâmica da ponte parte-se para o estudo dos dados continuamente gerados pelo 
sistema de monitorização instalado na ponte, em funcionamento desde Dezembro de 2011, fazendo-se 
a apresentação e aplicação de ferramentas que permitem a minimização dos efeitos ambientais e 
operacionais sobre as frequências naturais da estrutura.  
Por último desenvolve-se um modelo numérico da ponte baseado em elementos tridimensionais de 
barra, recorrendo-se a um programa de cálculo comercial. Com este modelo procura-se justificação para 
as variações dos parâmetros modais identificados pelo sistema de monitorização.   
 
PALAVRAS-CHAVE: Análise modal, ponte em arco, ensaio de vibração ambiental, sistema de 
monitorização dinâmica. 
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ABSTRACT 
 
The main objective of the present work is to analyze the data collected during the ambient vibration test  
of an arch bridge located at the Tua river and to study the data obtained by the implemented continuous 
monitoring system.  
The study starts with the presentation of the main theoretical concepts that will serve as support to the 
modal identification methods which will allow the identification of the dynamic properties of the 
structure.  The explanation is accompanied by an example, developed in MatLab that guarantees a good 
understanding of the most important aspects presented.  
In the next chapter a brief presentation of each type of dynamic test is made and is it also given some 
attention to the require equipment. Taking into account the presented practical and theoretical bases, the 
two modal identification methods used in this thesis are presented: the pick picking method (PP) and 
the frequency domain decomposition method (FDD). 
Afterwards, the bridge over the River Tua is described by making a brief reference to its history and 
main structural characteristics. The ambient vibration test of the bridge is described and the modal 
identification methods, developed in MatLab are implemented, allowing the identification of the 
dynamic properties of the structure.  
Subsequently the continuous monitoring system is presented and the study of the data continually 
produced.  Some tools that allow to minimize the ambient and operational effects on the natural 
frequencies are also presented and created.  
Finally, a numeric model of the bridge is developed using three-dimensional bar elements taking 
advantage of a commercial software. This model was constructed with the purpose of achieving an 
explanation for the variation observed in the bridge main natural frequencies.  
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1 
INTRODUÇÃO 
 
 
1.1 ENQUADRAMENTO  
O comportamento de uma estrutura pode ser afetado por diversas modificações nas suas condições 
originais. Desde o aparecimento de pequenas fendas em elementos de betão, à oxidação de elementos 
em aço, passando por deslocamentos excessivos de certos pontos. Das diversas abordagens existentes 
que permitem identificar esses sinais de degradação, surge, com cada vez maior importância, o estudo 
contínuo, por via experimental, das propriedades dinâmicas de uma estrutura, verificando-se que estas 
são particularmente sensíveis aos danos sofridos pela mesma.  
A identificação das características dinâmicas de estruturas a partir de dados obtidos experimentalmente 
recebe o nome de identificação modal, e consiste na descrição dos sistemas estruturais através das 
correspondentes frequências naturais de vibração, modos de vibração e coeficientes de amortecimento. 
Atualmente, em estruturas de elevada importância económica e social, começa a revelar-se cada vez 
mais frequente o uso destes sistemas de caraterização contínua da “saúde” das estruturas, justificado, 
pela crescente importância dada aos custos relacionados com a intervenção, em fase de exploração, das 
estruturas. Intervenções essas que visam reabilitar e reforçar os elementos das estruturas, cujo custo 
poderá ser drasticamente reduzido através de uma correta monitorização. 
A juntar a essa preocupação com os custos, o crescente uso de sistemas de monitorização é também 
impulsionado pelos importantes desenvolvimentos tecnológicos dos dispositivos que permitem realizar 
a recolha dos dados experimentais, assim como pelos últimos avanços nas bases teóricas que suportam 
as metodologias de identificação modal, utilizadas para identificar as características dinâmicas.   
 
1.2 OBJETIVOS DA DISSERTAÇÃO 
Durante a construção da barragem de Foz Tua tem que ser evitado que os diversos trabalhos relacionados 
com esta obra provoquem danos nas estruturas existentes nas redondezas. Percebe-se, face ao breve 
enquadramento realizado, o interesse evidente que a implementação de um sistema de monitorização 
nas estruturas com maior valor apresenta. Sendo, dessas estruturas, a ponte rodoviária de Foz Tua o 
objeto de estudo deste trabalho.  
Definem-se então os seguintes objetivos: 
 Estudo e compreensão das bases matemáticas de dois importantes métodos de identificação 
modal: método de identificação de picos e método de decomposição no domínio da frequência. 
Identificação Modal e Monitorização Dinâmica de uma Ponte em Arco 
2 
 
 Desenvolvimento de rotinas MatLab que permitam aplicar os dois métodos anteriores, 
realizando-se, posteriormente, a utilização das mesmas nos dados provenientes de um ensaio de 
vibração ambiental.  
 Estudo do sistema de monitorização instalado na estrutura e criação de rotinas que permitam a 
análise da informação devolvida por este.   
 Modelação numérica da ponte com vista à melhor compreensão dos resultados provenientes do 
sistema de monitorização. 
 
1.3 ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO 
Esta dissertação encontra-se dividida em sete capítulos.  
No primeiro capítulo é feita a introdução ao tema, são enumerados os principais objetivos da dissertação 
e é caracterizada a organização do documento. 
No segundo capítulo são descritos modelos matemáticos básicos que possibilitam a caracterização da 
resposta dinâmica de uma estrutura com base no tipo de ação que é aplicada.  
No terceiro capítulo é feita uma breve passagem sobre a informação mais importante relativa à 
identificação modal de uma estrutura por via experimental. Descrevem-se os diferentes tipos de ensaios 
existentes e o respetivo equipamento que permite medir a resposta da estrutura. São também 
apresentados os métodos de identificação modal, que permitem caracterizar os parâmetros modais a 
partir dos dados recolhidos. 
No quarto capítulo é feita a caracterização da ponte em estudo e são brevemente descritas as obras 
presentes na zona de Foz Tua, que motivam o sistema de monitorização implementado. São também 
apresentadas as rotinas MatLab desenvolvidas e apresentados os resultados por elas devolvidas. 
No quinto capítulo apresenta-se o sistema de monitorização e realiza-se a análise e tratamento dos seus 
resultados. 
No sexto capítulo é descrito todo o processo de construção do modelo numérico e correspondente 
validação e ajuste com base nos parâmetros dinâmicos obtidos. A partir deste modelo realiza-se uma 
série de análises com vista à justificação de alguns fenómenos encontrados nos resultados do sistema de 
monitorização. 
Por último no sétimo capítulo são apresentadas as conclusões e desenvolvimentos futuros. 
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2 
COMPORTAMENTO DINÂMICO DE SISTEMAS 
LINEARES 
 
 
2.1 INTRODUÇÃO 
Este capítulo visa introduzir alguns conceitos essenciais para a compreensão dos estudos a ser 
apresentados nos capítulos seguintes e que serviram de base ao desenvolvimento dos métodos de 
identificação modal. 
O grande objetivo do capítulo será o da apresentação de modelos matemáticos que permitem relacionar 
a resposta da estrutura com a excitação sobre ela atuante. Estes modelos serão capazes caracterizar o 
comportamento dinâmico da estrutura, tanto no domínio do tempo, como no domínio da frequência 
recorrendo a dois sistemas de coordenadas: coordenadas reais e coordenadas modais. 
Essa caracterização terá como base a resposta da estrutura quando exposta a uma determinada excitação, 
podendo esta pertencer a dois tipos distintos. Aquelas que apresentam uma evolução temporal 
conhecida, denominadas excitação determinística, e aquelas que tomam valores aleatórios, denominada 
excitação estocástica.  
Inicialmente será dada importância aos sistemas estruturais mais simples, sistemas com 1 grau de 
liberdade, passando-se posteriormente ao estudo de sistemas mais genéricos, com 𝑛 graus de liberdade. 
Estes sistemas estruturais serão idealizados através das suas características geométricas e físicas, 
expressas através das matrizes de massa, rigidez e amortecimento, assumindo-se simplificadamente a 
hipótese de comportamento elástico linear do material e que as características estruturais são constantes 
ao longo do tempo.  
Este estudo será complementado com um exemplo prático que irá permitir uma melhor compreensão de 
todos os conceitos teóricos introduzidos. 
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2.2 RELAÇÕES DETERMINÍSTICAS EXCITAÇÃO – RESPOSTA EM SISTEMAS LINEARES 
Sistemas de 1 grau de liberdade  
 
Figura 2.1 - Pórtico de 1 grau de liberdade [1] 
Iniciando este estudo pelo caso mais simples, apresenta-se na Figura 2.1 a) um pórtico plano para o qual 
se define um único grau de liberdade. Segundo esse grau de liberdade é aplicada uma força 𝑝(𝑡) que 
provoca um deslocamento 𝑢(𝑡) sendo contrariada pelo seguinte conjunto de forças: 
 a força de inércia 𝑓𝑖 definida pelo principio d’Alembert que afirma que qualquer corpo com 
uma determinada massa 𝑚, quando sujeito a uma aceleração ?̈?(𝑡), desenvolve uma força de 
inércia de sentido contrário e valor igual ao produto entre a massa e a aceleração: 
 
 𝑓𝑖 = 𝑚. ?̈?(𝑡) 
 
(2.1) 
 a força de amortecimento da estrutura, que representa a capacidade desta para dissipar energia, 
definido como o produto entre o constante de amortecimento 𝑐 , que se assume ser do tipo 
viscoso e que se opõe á velocidade ?̇?(𝑡): 
 
 𝑓𝐷 = 𝑐. ?̇?(𝑡) (2.2) 
 
Segundo [1] a dissipação de energia na maioria das estruturas provém de efeitos térmicos relacionados 
com a deformação repetida dos materiais, atrito entre os materiais e a ligação entre elementos, abertura 
e fecho de pequenas fendas etc.  
 a força proveniente da rigidez dos pilares 𝑓𝑠 que se opõe ao deslocamento 𝑢(𝑡): 
 
 𝑓𝑠 = 𝑘. 𝑢(𝑡) (2.3) 
 
De maneira a manter o equilíbrio do sistema as três forças descritas deverão igualar a força 𝑝(𝑡): 
 
 𝑓𝑖 + 𝑓𝐷 + 𝑓𝑠 = 𝑝(𝑡) 
 
(2.4) 
Finalmente substituindo na equação anterior as três forças referidas, define-se a equação de equilíbrio 
dinâmico: 
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 𝑚. ?̈?(𝑡) + 𝑐. ?̇?(𝑡) + 𝑘. 𝑢(𝑡) = 𝑝(𝑡) (2.5) 
 
A resposta da estrutura em termos de deslocamentos poderá ser dada através da resolução da equação 
anterior em ordem a 𝑢(𝑡), admitindo que a velocidade e o deslocamento inicial são nulo: 
 
 𝑢(𝑡) = ∫ 𝑝(𝜏) ×
1
𝑚𝜔𝑑
𝑒−𝜉𝜔1(𝑡−𝜏) × 𝑠𝑒𝑛[𝜔𝑑(𝑡 − 𝜏)]𝑑𝜏
𝑡
0
 
(2.6) 
 
Definindo-se 𝜔1 como a frequência natural da estrutura (𝜔1 = √𝑘/𝑚), 𝜔𝑑 a frequência amortecida 
(𝜔𝑑 = 𝜔1√1 − 𝜉2) e 𝜉 o coeficiente de amortecimento (𝜉 = 𝑐/𝑐𝑐𝑟), sendo 𝑐𝑐𝑟 o amortecimento critico 
(𝑐𝑐𝑟 = 2𝑚𝑤). 
Em alternativa à equação (2.6) a resposta da estrutura poderá ser determina no domínio da frequência. 
Tal poderá ser conseguido através do uso da transformada de Fourier, que quando aplicada a ambos os 
membros de (2.5) origina: 
 
 [−(2𝜋𝑓)2𝑚 + 𝑖(2𝜋𝑓)𝑐 + 𝑘] × 𝑈(𝑓) = 𝑃(𝑓) (2.7) 
 
Sendo 𝑈(𝑓) e 𝑃(𝑓) as transformadas de Fourier da resposta da estrutura e da excitação aplicada: 
 
𝑈(𝑓) = ∫ 𝑢(𝑡). 𝑒−𝑖(2𝜋𝑓)𝜏
+∞
−∞
𝑑𝜏              e                  𝑃(𝑓) = ∫ 𝑝(𝑡).
+∞
−∞
𝑒−𝑖(2𝜋𝑓)𝜏𝑑𝜏 
 
Através de (2.7) e isolando-se 𝑈(𝑓) obtém-se a resposta da estrutura, definida no domínio da frequência, 
a partir da excitação 
 
 𝑈(𝑓) =
1
−(2𝜋𝑓)2𝑚 + 𝑖(2𝜋𝑓)𝑐 + 𝑘
× 𝑃(𝑓) = 𝐻(𝑓) × 𝑃(𝑓) (2.8) 
 
Designando-se 𝐻(𝑓) como função de resposta em frequência (FRF), podendo também ser descrita em 
relação à frequência angular 𝜔 = 2𝜋𝑓. 
 
 𝐻(𝜔) =
1
−𝜔2. 𝑚 + 𝑖. 𝜔. 𝑐 + 𝑘
 
 
(2.9) 
 
Esta função é uma função complexa constituída por uma a parte real R e uma parte imaginária I. A sua 
amplitude é igual a (√𝑅2 + 𝐼2) e a sua fase é igual a 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(
𝐼
𝑅
). Apresenta a particularidade de apresentar 
para valores de 𝜔 ,iguais à frequência natural da estrutura, um pico de amplitude e uma mudança do 
valor da fase de 𝜋 radianos. 
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Sistemas de múltiplos graus de liberdade  
No caso mais genérico em que a estrutura apresente 𝑛 graus de liberdade a equação (2.5) é representada 
na sua forma matricial: 
 
 𝑀 ∙ ?̈?(𝑡) + 𝐶 ∙ ?̇?(𝑡) + 𝐾 ∙ 𝑢(𝑡) = 𝑝(𝑡) (2.10) 
 
Sendo: 
𝑀 (𝑛 × 𝑛) a matriz de massa, 𝐶(𝑛 × 𝑛) a matriz de amortecimento e 𝐾 (𝑛 × 𝑛) a matriz rigidez. 
𝑢(𝑡), ?̇?(𝑡) 𝑒 ?̈?(𝑡)  vetores coluna (𝑛 × 1) contendo respetivamente o deslocamento, a  velocidade e a 
aceleração de cada um dos graus de liberdade 𝑛. 
𝑝(𝑡) vetor coluna (𝑛 × 1) contendo o valor da força nos graus de liberdade onde esta é aplicada e zeros 
nos restantes. 
À semelhança dos sistemas com 1 grau de liberdade também é possível relacionar a resposta da estrutura 
diretamente a partir da excitação no domínio da frequência, aplicando a transformada de Fourier a ambos 
os membros da equação (2.10), obtendo-se: 
 
 𝑈(𝑓) = 𝐻(𝑓) × 𝑃(𝑓) (2.11) 
 
Sendo: 
 
 𝐻(𝑓) = [−(2𝜋𝑓)2𝑀 + 𝑖(2𝜋𝑓)𝐶 + 𝐾]−1 (2.12) 
 
Com a equação (2.11) os deslocamentos da estrutura ficam definidos no vetor 𝑈(𝑓) ,que apresenta uma 
dimensão 𝑛 × 1, através do produto entre a FRF, que é uma matriz 𝑛 × 𝑛 onde cada elemento  𝐻𝑖𝑗(𝑓)  
é uma função de resposta em frequência que relaciona o deslocamento  segundo a coordenada i com a 
força aplicada segundo a coordenada j e um vetor 𝑃(𝑓) que representa as transformadas de Fourier de 
cada excitação aplicada no grau de liberdade n. 
 
Formulação Modal  
Em alternativa à equação representada em (2.12) a matriz das FRF poderá ser determinada recorrendo-
se à sua formulação no espaço modal, obtendo-se assim um ganho em termos de eficiência numérica.  
O procedimento seguido é o da transformação do sistema de n equações a n incógnitas presente em 
(2.10) num conjunto de n equações diferencias independentes com uma incógnita cada.  
Tal é conseguido decompondo o vetor deslocamentos no produto entre n vetores Φ𝑘 chamados modos 
de vibração, que contêm as coordenadas da deformada de cada grau de liberdade no espaço modal 
quando a estrutura vibra numa das suas n frequências naturais, por coeficientes 𝑦𝑘 , denominados 
coordenadas modais que transformam cada elemento de  Φ𝑘 em deslocamentos reais.  
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Cada um dos modos de vibração e correspondente frequência natural é determinado a partir das 
seguintes expressões: 
 
 det(𝐾 − 𝜔2𝑀) = 0 (2.13) 
 
 (𝐾 − 𝜔𝑛
2 ∙ 𝑀) ∙ Φ𝑛 = 0 (2.14) 
 
Ilustra-se na figura seguinte o conceito acima desenvolvido determinando-se a deformada final da 
estrutura através do produto entre os dois modos de vibração, Φ1 e Φ2 e as duas coordenadas modais 𝑦1 
e 𝑦2.  
 
Figura 2.2 – Espaço modal [2] 
 
 𝑢 = Φ1 ∙  𝑦1 + Φ2 ∙  𝑦2 (2.15) 
 
Deduzindo-se então para uma estrutura genérica de n graus de liberdade: 
 
 𝑢 = ∑   Φ𝑖 ∙  𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1
 
(2.16) 
 
Substituindo-se a expressão anterior em (2.10) deduz-se a denominada equação de equilíbrio dinâmico 
desligada do modo n: 
 
 𝑀𝑛 ∙ ?̈?𝑛(𝑡) + 𝐶𝑛 ∙ ?̇?𝑛(𝑡)+𝐾𝑛 ∙ 𝑦𝑛(𝑡) = 𝑃𝑛 (2.17) 
 
Conseguindo-se assim transformar o sistema (2.10) de n equações a n incógnitas em n equações com 
uma única incógnita  𝑦𝑛(𝑡). 
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Sendo 𝑀𝑛, 𝐶𝑛, 𝐾𝑛e 𝑃𝑛 escalares designados por massa modal, amortecimento modal, rigidez modal e 
força modal definidos por: 
 
 𝑀𝑛 = Φ𝑛
𝑡 ∙ 𝑀 ∙ Φ𝑛 (2.18) 
 
 𝐶𝑛 = Φ𝑛
𝑡 ∙ 𝐶 ∙ Φ𝑛 (2.19) 
 
 𝐾𝑛 = Φ𝑛
𝑡 ∙ 𝐾 ∙ Φ𝑛 (2.20) 
 
Uma das grandes vantagens deste método é o facto de se verificar que através da introdução na expressão 
(2.16) de apenas a contribuição dos primeiros j modos de vibração, com j<<n, se obtêm resultados 
muito satisfatórios, conseguindo-se assim uma grande poupança em termos de calculo em relação à 
solução exata.  
De realçar que a ortogonalidade em relação à matriz de amortecimento nem sempre pode ser verificada, 
facto que dificulta a dedução das equações de equilíbrio dinâmico deligadas. Esta dificuldade é 
ultrapassada através do uso de um método denominado formulação de estado que se encontra bem 
desenvolvido em [3]. 
Uma vez definida a equação de equilíbrio dinâmico deligada, poderemos obter a sua solução no domínio 
da frequência, sendo esta bastante semelhante à apresentada para osciladores de 1 grau de liberdade: 
 
 𝑈𝑛(𝜔) = 𝐻𝑛(𝜔) ∙ 𝑃𝑘(𝜔) (2.21) 
 
Cada uma das funções de resposta em frequência poderá ser definida para uma frequência genérica 𝜔  
pela expressão: 
 
 
𝐻𝑛(𝜔) =
1
𝜔𝑛
2 − 𝜔2 + 2 ∙ 𝑖 ∙ 𝜉𝑛 ∙ 𝜔 ∙ 𝜔𝑛
 
 
(2.22) 
Guardando cada FRF na diagonal principal de uma matriz H, a passagem do espaço modal para o espaço 
real é feita da seguinte maneira: 
 
 𝐻(𝜔) = Φ ∙ 𝐻𝑚(𝜔) ∙ Φ
𝑇 = ∑ 𝐻𝑛 ∙
𝑛
𝑖=1
Φ𝑖 ∙ Φ𝑖
𝑡 
(2.23) 
  
 
Substituindo a expressão (2.22) na segunda igualdade da expressão anterior obtém-se: 
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 𝐻(𝑖,𝑗) (𝜔) = ∑     
(φ𝑖)𝑘 ∙ (φ𝑗)𝑘
𝜔𝑘
2 − 𝜔2 + 2 ∙ 𝑖 ∙ 𝜉𝑘 ∙ 𝜔 ∙ 𝜔𝑘
𝑛
𝑘=1
 
(2.24) 
  
 
 
Define-se assim a equação que permite obter cada uma das FRF a partir dos parâmetros modais 
determinados sendo, como já referido, possível obter resultados totalmente satisfatórios considerando 
apenas um numero limitado de modos de vibração, apresentando-se esta como a principal vantagem 
desta metodologia.  
 
Finalmente é possível obter a resposta da estrutura, no domínio da frequência, através de: 
 
 𝑈𝑛(𝜔) = ∑ 𝜑𝑖
𝑛
𝑖=1
∙ 𝐻𝑖(𝜔) ∙ 𝑃𝑖(𝜔) 
(2.25) 
 
Exemplo 1  
Procurando ajudar à compreensão dos conceitos apresentados, recorre-se agora a um exemplo simples 
constituído por um pórtico plano, que será analisado através das diferentes abordagens descritas.  
Os pilares deste pórtico são definidos por uma secção quadrada de dimensão 0.3x0.3m de betão com E= 
20Gpa. Assume-se que a rigidez das vigas é muito superior à dos pilares, não havendo assim qualquer 
rotação para uma translação horizontal. 
 
Figura 2.3 – Exemplo 1 - Pórtico Plano  
Para o pórtico em questão determinou-se a matriz de rigidez e a matriz de massa para os graus de 
liberdade representados: 
 
𝑘 = [
12000 −12000
−12000 24000
] [KN/m]  e 𝑀 = [
16,33 0
0 16,33
]  [ton] 
 
Os modos de vibração poderão ser determinados com um problema de valores e vetores próprios 
recorrendo-se às equações (2.13) e (2.14): 
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𝜔1 = 16,76 𝑟𝑎𝑑/𝑠 →  𝑓1 = 2,67 𝐻𝑧 → Φ1 = [
1,0
0,618
] 
𝜔2 = 43,86  𝑟𝑎𝑑/𝑠 →  𝑓1 = 6.98 𝐻𝑧 → Φ1 = [
−0,618
1,0
] 
 
De maneira a demonstrar as propriedades das funções de resposta em frequência (FRF) apresenta-se 
agora a representação da matriz 𝐻,definida pela expressão (2.24).Esta representação foi realizada 
através de uma pequena rotina desenvolvida em MatLab considerando-se um intervalo de frequência 
compreendido entre 0 e 10 Hz com incrementos de 0.01 Hz (Figura 2.4). 
Para a criação desta matriz considerou-se que o pórtico em estudo apresenta amortecimento proporcional 
definido através da formulação de Rayleigh. Este modelo de amortecimento admite que a distribuição 
de amortecimento nas estruturas é proporcional à distribuição de massa e rigidez, relacionando-se 
através da seguinte expressão: 
 
 𝐶 = 𝛼 ∙ 𝑀 + 𝛽 ∙ 𝐾 
 
(2.26) 
Em que 𝛼 e 𝛽 são duas constante.  
Para este exemplo arbitra-se 𝛼 = 0,05 e 𝛽 = 0,0001. 
 
𝑐 = [
2,0165 −1,2
−1,2 3,2165
] [KN.s/m]  →  𝜉𝑖 = [
0.23
0.28
]  [%] 
 
 
Figura 2.4 - Exemplo 1 - funções de resposta em frequência 
 
Na figura anterior é possível observar a evolução com a frequência da amplitude (azul) e respetiva fase 
(verde) de cada uma das funções de resposta em frequência. Verifica-se claramente que ambas 
apresentam um comportamento particular para as frequências naturais do pórtico em estudo. Para a 
amplitude observa-se que esta apresenta um pico enquanto a fase sofre uma mudança de 180 graus.  
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2.3 RELAÇÕES ESTOCÁSTICAS EXCITAÇÃO – RESPOSTA EM SISTEMAS LINEARES   
Na secção anterior foram estudados métodos que permitem relacionar a resposta da estrutura com a 
excitação atuante para situações em que a evolução desta ao logo do tempo é perfeita conhecida, a 
denominada excitação determinística.  
No entanto na maioria das situações, uma estrutura não se encontra exposta a uma excitação 
determinística, mas sim a uma excitação de natureza aleatória cujo comportamento futuro não é possível 
prever. Será então conveniente idealizar a excitação como um processo estocástico. 
Um processo estocástico é um conjunto de realizações 𝑁 de um determinado acontecimento aleatório 
que é registado durante um período de tempo finito 𝑇. Em termos matemáticos define-se cada uma 
dessas realizações como 𝑥𝑘(𝑡) sendo que 𝑘 indica a realização (𝑘 ∈ [0, 𝑁]) e 𝑡 o  instante temporal  (𝑡 ∈
[0, 𝑇]). 
Um exemplo de um processo estocástico, contextualizado com esta tese, é o da realização de 𝑁 medições 
da variação da aceleração de um determinado ponto da ponte em estudo ao longo de um intervalo de 
tempo. Visto a aceleração ser aleatória este conjunto de 𝑁 medições representa um processo estocástico, 
sendo que, a representação gráfica seria bastante semelhante, ao processo estocástico representado na 
Figura 2.5. 
 
Figura 2.5 – Processo estocástico [4] 
 
Um processo estocástico deverá ser definido através de um conjunto de conceitos estatísticos. No 
entanto de maneira a facilitar o processo matemático de implementação desses conceitos será necessário 
assumir que os processos estocásticos são estacionários e ergónicos.  
 
Processos estocásticos estacionários e ergónicos. 
Considerando o processo estocástico da Figura 2.5, constituído por um conjunto de realizações 
𝑥1, 𝑥2,  𝑥𝑛 , o valor médio para um instante  𝑡1 é calculado como sendo o somatório do valor de 𝑥, em 
cada amostra existente, para o instante 𝑡1 dividindo-o pelo número total de amostras. 
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 𝜇𝑥(𝑡1) = lim
𝑁→∞
1
𝑁
∑  𝑥𝑘
𝑁
𝐾=1
(𝑡1) 
(2.27) 
 
De uma maneira semelhante podemos definir a correlação entre os valores de 𝑥 para dois instantes 
temporais distintos, 𝑡1 𝑒 𝑡2 = 𝑡1 + 𝜏, definindo a função de auto correlação: 
 
 𝑅𝑥𝑥(𝑡1 , 𝑡2) = lim
𝑁→∞
1
𝑁
∑  𝑥𝑘
𝑁
𝐾=1
(𝑡1) 𝑥𝑘(𝑡2) 
(2.28) 
 
Diz-se que um processo estocástico é estacionário quando o valor de  𝜇𝑥(𝑡) e  𝑅𝑥𝑥(𝑡 , 𝑡2) não varia com  
uma translação do tempo. Ou seja: 
 
 𝜇𝑥(𝑡1) = 𝜇𝑥(𝑡2) = 𝜇𝑥(𝑡𝑁) 
(2.29) 
 
 𝑅𝑥𝑥(𝑡1 , 𝑡1 + 𝜏) = 𝑅𝑥𝑥(𝑡2 , 𝑡2 + 𝜏) = 𝑅𝑥𝑥(𝑡3 , 𝑡3 + 𝜏) 
(2.30) 
 
Conclui-se então que para um processo estocástico estacionário o valor médio é uma constante e a 
função de auto correlação depende unicamente do desfasamento temporal (𝜏 = 𝑡2 − 𝑡1) entre os dois 
instantes temporais considerados: 
 
 𝜇𝑥(𝑡1) = 𝜇𝑥 (2.31) 
 
 𝑅𝑥𝑥(𝑡1 , 𝑡1 + 𝜏) = 𝑅𝑥𝑥(𝜏) (2.32) 
 
Um processo estocástico estacionário será ainda ergódico quando for possível calcular todas as suas 
propriedades estatísticas considerando uma única realização. Para estas duas condições a função de auto 
correlação passará a ser definida por uma única realização 𝑘 e para um desfasamento temporal 𝜏 por: 
 
 𝑅𝑥𝑥(𝜏) = lim
𝑇→∞
1
𝑇
∫  𝑥𝑘(𝑡) 𝑥𝑘(𝑡 + 𝜏)
𝑇
0
 
(2.33) 
 
A função anterior terá uma forma semelhante à representada na Figura 2.6, apresentando um máximo 
na origem de valor igual à variância: 
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Figura 2.6 – Função de auto correlação 
 
De uma maneira mais geral é possível expandir a equação anterior de maneira a contemplar dois 
processos estocásticos ( 𝑥𝑘(𝑡) 𝑒 𝑦𝑘(𝑡)) obtendo-se assim a função de correlação cruzada: 
 
 𝑅𝑥𝑦(𝜏) = lim
𝑁→∞
1
𝑇
∫ 𝑥(𝑡). 𝑦(𝑡 + 𝜏)𝑑𝑡
𝑇
0
 
(2.34) 
 
É também admitido com vista, novamente, a simplificar o processamento matemático, que os processos 
estocásticos apresentam média nula e natureza Gaussiana (ou normal), algo sustentado pelo Teorema do 
Limite Central, que afirma que a soma de um grande número de variáveis tende para uma distribuição 
Gaussiana.  
Uma vez definidos os conceitos de valor médio e função de auto correlação que permitem caracterizar 
um processo estocástico estacionário ergódico, apresenta-se agora os restantes conceitos estatísticos que 
se consideram importantes: 
 
Valor quadrático médio - representa magnitude da amostra: 
 
 
𝑥𝑅𝑀𝑆 = 𝐸[𝑥(𝑡𝑖)
2] =  lim
𝑛→∞
1
𝑛
∑ 𝑋𝑖𝑘
2
𝑛
𝐾=1
 
(2.35) 
 
Variância - quantifica a dispersão estatística da amostra, indicando os quão dispersos estão os seus 
valores em relação á média: 
 
 
𝑉𝑎𝑟𝑥 = 𝐸[(𝑥(𝑡𝑖) − 𝜇)
2] =   lim
𝑛→∞
1
𝑛
∑(𝑋𝑖𝑘 − 𝜇𝑥(𝑘))
2
𝑛
𝐾=1
 
(2.36) 
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Desvio padrão: 
 
 σ(x) = √𝑉𝑎𝑟𝑥 
(2.37) 
 
Função de densidade espectral  
De maneira a perceber como é que o conteúdo de um processo estocástico se distribui ao longo do 
domínio da frequência define-se agora a função de densidade espectral também conhecido como auto 
espetro. Esta é obtida através da transformada de Fourier da função de auto-correlação: 
 
 
𝑆𝑥𝑥(𝑓) = ∫ 𝑅𝑥𝑥 𝑒
−𝑖2𝜋𝑓𝜏𝑑𝜏
+∞
−∞
 
(2.38) 
 
Esta função é real não negativa e par: 
 
 𝑆𝑥𝑥(𝑓) = 𝑆𝑥𝑥(−𝑓) (2.39) 
 
A gama de frequências abrangidas por esta função aumenta consoante a irregularidade do processo 
estocástico que lhe dá origem algo que se pode verificar comparando os três processos estocásticos 
representados na Figura 2.7. Um processo estocástico que contém a contribuição de todas as frequências 
recebe o nome de ruido branco e apresenta uma função de densidade espectral com área infinita. Nestas 
circunstâncias não existe qualquer correlação entre os termos que constituem 𝑥𝑘(𝑡), sendo este um 
processo verdadeiramente aleatório. A função de auto correlação apresentará uma ordenada com valor 
infinito na origem, devido ao facto da variância ser infinita e ordenadas nulas para as restantes abcissas.   
 
 
Figura 2.7 – Função de densidade espectral [3] 
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Logicamente em termos físicos a existência de um ruido branco não é realista, pelo que é usual 
considerar-se que os processo estocásticos em estudo são caracterizados por uma função de auto 
correlação com ordenada na origem igual à variância e valor nulo nas restantes abcissas, apresentando 
um auto espectro com intensidade constante limitado a um determinado intervalo de frequências, tal 
como o apresentado na Figura 2.8. Os processos estocásticos estudados no contexto desta tese que serão 
utlizados na aplicação dos métodos de identificação modal iram partilhar destas propriedades referidas. 
 
 
Figura 2.8- a) Série temporal do tipo ruido branco; b) auto espectro [5] 
 
Utilizando o mesmo procedimento em relação à função de correlação cruzada é possível obter o espectro 
de potência cruzado: 
 
 
𝑆𝑥𝑦(𝑓) = ∫ 𝑅𝑥𝑦 𝑒
−𝑖2𝜋𝑓𝜏𝑑𝜏
+∞
−∞
 
(2.40) 
Uma vez que no âmbito da dinâmica de estruturas os parâmetros medidos (acelerações, velocidades, 
deslocamentos etc.) representam séries temporais com N pontos, ao longo de um período de medição 
finito em instantes temporais espaçados de ∆𝑡, só será possível obter estimativas de 𝑆𝑥𝑥(𝑓) e 𝑆𝑥𝑦(𝑓). 
Essas estimativas poderão ser obtidas para uma frequência 𝑓 = 1/(𝑁 ∙ ∆𝑡) através de: 
 
 
?̂?𝑥(𝑓) =
1
𝑁 ∙ ∆𝑡
∙ |𝑋𝑛𝑘(𝑓)|
2 
(2.41) 
 
e 
 
?̂?𝑥𝑦(𝑓) =
1
𝑁 ∙ ∆𝑡
∙ |𝑋𝑛𝑘
∗ (𝑓) ∙ 𝑌𝑛𝑘(𝑓)|
2 
(2.42) 
 
Sendo 𝑋𝑛𝑘(𝑓) e 𝑌𝑛𝑘(𝑓) as transformadas discretas finitas de Fourier aplicadas às séries 𝑥𝑘(𝑡) e 𝑦𝑘(𝑡). 
Toda esta informação poderá ser armazenada em matrizes, denominadas matrizes de correlação e 
matrizes das funções de densidade espectral. Nas primeiras armazena-se na diagonal principal as funções 
de correlação e nos restantes elementos as funções de correlação cruzada. Em relação á matriz das 
funções de densidade espectral procedesse de maneira semelhante, colocando-se na diagonal principal 
os auto espectros e espectros cruzados fora da diagonal.  
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Funções de densidade espectral da resposta. 
A relação entre a resposta de uma estrutura com 𝑛 graus de liberdade e a excitação estocástica pode ser 
definida como: 
 
 𝑆𝑞(𝜔) = 𝐻(𝜔) ∙ 𝑆𝑝(𝜔) ∙ 𝐻
𝐻(𝜔) (2.43) 
 
Em que 𝑆𝑞(𝜔) representa a matriz das funções de densidade espectral da resposta da estrutura (definida 
agora em relação à frequência angular 𝜔 = 2𝜋 ∙ 𝑓), 𝐻(𝜔) é a matriz das funções de resposta em 
frequência ( o índice .𝐻 significa transposição da matriz e obtenção dos complexos conjugados) e 𝑆𝑝(𝜔) 
é a matriz das funções de densidade espectral da excitação.  
A excitação atuante sobre uma estrutura solicitada por um conjunto alargado de ações pode ser admitida 
como sendo um ruido branco. Para essa situação a matriz 𝑆𝑝(𝜔) será constante e depende apenas da 
matriz de correlação 𝑅𝑝 para 𝜏 = 0. Logo a expressão anterior passará a ser definida como: 
 
 𝑆𝑞(𝑓) = 𝐻(𝜔) ∙ 𝑅𝑝 ∙ 𝐻
𝐻(𝜔) (2.44) 
 
Por último se para além de se assumir que a excitação é do tipo ruido branco se assumir que as excitações 
que atuam em cada um dos graus de liberdade são independentes entre si, não havendo portanto qualquer 
correlação entre cada uma,a matriz de correlação 𝑅𝑝 será uma matriz diagonal constante. Nestas 
circunstâncias é possível escrever uma expressão que permite determinar qualquer elemento da matriz 
das funções de densidade espectral da resposta a partir da contribuição de cada modo genérico 𝑘, sendo 
possível separar a contribuição de cada modo. 
 
 𝑆𝑞(𝑖,𝑗)(𝜔)
𝑘 = ∑
(𝜑𝑖)𝑘 ∙ (𝜑𝑟)𝑘
𝜔𝑘
2 − 𝜔2 + 2 ∙ 𝑖 ∙ 𝜉𝑘 ∙ 𝜔 ∙ 𝜔𝑘
∙ 𝑅𝑝 𝑟𝑟 ∙
(𝜑𝑗)𝑘 ∙ (𝜑𝑟)𝑘
𝜔𝑘
2 − 𝜔2 + 2 ∙ 𝑖 ∙ 𝜉𝑘 ∙ 𝜔 ∙ 𝜔𝑘
𝑛
𝑘=1
 
(2.45) 
 
Exemplo 2 
Para o exemplo em análise determinou-se a matriz de funções de densidade espectral da resposta em 
aceleração. Admite-se que a excitação é representada pela matriz identidade considerando-se assim que 
as fontes de excitação que ocorrem em cada um dos graus de liberdade são independentes entre si.   
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Figura 2.9 - Exemplo 2 - matriz de funções de densidade espectral 
 
Comparando a figura anterior com a Figura 2.4 é percetível a existência de uma semelhança bastante 
interessante que se relaciona com o facto de ambas apresentarem picos de amplitude para as frequências 
naturais da estrutura. Esta particularidade é fundamental para os métodos de identificação modal a serem 
desenvolvidos no capítulo seguinte que irão permitir a identificação das características modais da 
estrutura. 
 
Na figura 3.10 apresenta-se a matriz de funções de densidade espectral da resposta conjuntamente com 
a contribuição isolada de cada um dos modos. Constata-se que a função na vizinhança de cada uma das 
frequências naturais fica bem caraterizada se apenas for considerado o modo de vibração 
correspondente. 
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Figura 2.10 – Exemplo 2 - contribuição de cada modo para a matriz de funções de densidade espectral. Verde – 
primeiro modo; Azul – segundo modo 
 
2.4 CONCLUSÃO 
Neste capítulo foram apresentadas as expressões e conceitos que permitem relacionar a resposta da 
estrutura com a excitação, tanto para a situação em que esta é bem definida, as excitações deterministas, 
como para a situação em que esta toma a forma de um processo estocástico, as excitações estocásticas.  
Descreveu-se a capacidade das funções de resposta em frequência (FRF) para relacionar a resposta de 
uma estrutura com a ação aplicada. Demonstrando-se a sua importância no que toca à identificação das 
frequências naturais da estrutura.  
Abordou-se o conceito de coordenadas modais e demonstrou-se a vantagem que estas apresentam face 
ao uso de coordenadas reais 
Introduziu-se o conceito de processo estocástico provando-se a sua importância no contexto desta tese. 
Fez-se apresentação de alguns conceitos estatísticos necessários à caracterização de um processo 
estocástico e demonstrou-se a importância de se fazer a passagem do domínio do tempo para o domínio 
da frequência.  
Por fim, finalizou-se o capítulo com a apresentação das expressões que permitem relacionar a resposta 
da estrutura com um excitação estocástica aplicada que se assume ser do tipo ruido branco. Dando-se 
especial enfâse às funções de densidade espectral da resposta que à semelhança das funções de resposta 
em frequência (FRF) contam com a particularidade de permitirem identificar os parâmetros modais de 
uma estrutura, propriedade que será essencial no capítulo seguinte.  
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3 
IDENTIFICAÇÃO MODAL ESTOCÁSTICA NO DOMÍNIO 
DA FREQUÊNCIA  
 
 
3.1 INTRODUÇÃO 
A identificação modal estocástica tem recebido nos últimos tempos uma crescente atenção devido à sua 
capacidade para identificar as caraterísticas dinâmicas das estruturas a partir de dados experimentais.   
É logico que o primeiro passo necessário para a implementação de um sistema de monitorização seja o 
da identificação das características dinâmicas da estrutura. Sendo por esse motivo, no contexto nesta 
tese, importante realizar uma descrição tanto dos ensaios existentes como de alguns dos métodos que, 
utilizando os dados provenientes desses ensaios, permitem proceder à identificação dos parâmetros 
modais pretendidos.  
A identificação experimental pode ser efetuada recorrendo a duas vias distintas: 
 Procedendo à medição da resposta da estrutura e respetiva excitação, que será induzida 
artificialmente - ensaios de vibração forçada. 
 Medindo unicamente a resposta da estrutura fazendo-se um conjunto de hipóteses relativas á 
natureza da excitação - ensaios de medição da resposta da estrutura em regime livre e ensaio de 
vibração ambiental. 
Neste capítulo serão descritos os três ensaios referidos, dando-se uma maior importância ao ensaio de 
vibração ambiental uma vez que foi o ensaio escolhido para caracterizar a ponte em estudo. Será também 
dado algum foco aos equipamentos utilizados para medir a resposta da estrutura durante os ensaios e ao 
equipamento que realiza a aquisição das séries temporais obtidas.  
Através das medições realizadas durante os ensaios será possível identificar as caraterística dinâmicas 
da estrutura, recorrendo a diversos métodos de identificação modal existentes. Desses métodos é 
possível distinguir dois grandes grupos, diferenciados pelo tipo de dados utilizados na identificação dos 
parâmetros pretendidos. Aqueles que se servem de séries temporais da resposta da estrutura, ou seja, 
métodos baseados no domínio do tempo, e aqueles que se baseiam em estimativas espectrais da resposta 
da estrutura, pertencendo portanto, ao domínio da frequência. 
Durante esta tese serão estudados dois métodos pertencentes ao domínio da frequência, o denominado 
método de seleção de picos (Pick Picking (PP)) também conhecido como método básico no domínio da 
frequência e um método um pouco mais avançado denominado método de decomposição no domínio 
da frequência. Outros métodos mais complexos encontram-se desenvolvidos em [6]. 
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3.2 ENSAIOS DINÂMICOS 
3.2.1 ENSAIOS DE VIBRAÇÃO FORÇADA; 
Neste ensaio a estrutura é excitada num ou em vários pontos, utilizando-se equipamentos que permitem 
induzir vibrações na estrutura. Para estruturas pequenas e médias um exemplo deste tipo de equipamento 
é o martelo de impulsos (Figura 3.1(a)), capaz de excitar a estrutura ao longo de uma vasta gama de 
frequências permitindo estimular diferentes modos de vibração. No entanto para alguns casos essa gama 
de frequências fica aquém do necessário para definir alguns modos de vibração relevantes. Devido a 
esta condicionante, foram criadas alternativas que contornam esses problemas como por exemplo os 
vibradores electrodinâmicos (Figura 3.1 b)). 
 
 
 Figura 3.1 – a) martelo de impulsos; b) vibrador electrodinâmico [7] 
 
Para estruturas de maior porte, como barragens e pontes, o equipamento necessário para a fazer uma 
caracterização dinâmica eficaz, revela-se bem mais complexo e exigente. Dá-se como exemplo os 
geradores de vibrações servo-hidráulicos (Figura 3.2 a), utilizados por [8], numa barragem localizada 
na Suíça que apresenta um comprimento de 169.4m e uma altura máxima de 46m. Utilizando este 
equipamento e instrumentalizando-se 270 pontos com 3 acelerómetros, foi possível identificar 12 
frequências naturais e respetivos modos de vibração. 
Estes equipamentos variam bastante em termos de dimensões, representando esta uma das principais 
desvantagens desta técnica, sendo que, para sistemas estruturais de pequena dimensão, a oferta de 
equipamento existente é vasta, possibilitando uma fácil aquisição. Acrescentando ao facto de que, o 
equipamento na maioria dos casos é de dimensão reduzida facilitando assim o seu transporte e 
colocação. Já no caso de grandes estruturas o ensaio requer equipamento bastante dispendioso, só 
existente em laboratórios bastante especializados e acarreta um elevado número de problemas relativos 
ao seu transporte e colocação. Exemplo disso é o equipamento utlizado para excitar a ponte Tatara no 
Japão apresentado na Figura 3.2 b) [7]. 
Outra desvantagem de elevada importância prende-se com a necessidade de interromper o normal 
funcionamento da estrutura instrumentada durante a realização do ensaio. Este facto pode tornar a 
execução deste tipo de ensaios em estruturas de elevada importância, como uma ponte, totalmente 
inviável.  
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Figura 3.2– a) Geradores de vibrações servo-hidráulicos usados numa barragem [8]; b) Ponte Tatara 
com dois excitadores; 
 
Por estes motivos percebe-se que atualmente a utilização deste tipo de ensaio é bastante rara, sendo 
vantajosa unicamente na caracterização dinâmica de barragens, uma vez que, as excitações ambientais 
atuantes sobre este tipo de estruturas são muito reduzidas.  
De realçar que, uma vez que tanto a excitação como a resposta da estrutura são medidas é possível 
realizar a identificação modal através das funções de resposta em frequência (FRF), bastando para tal, 
dividir os valores da resposta pelos valores da excitação.  
 
3.2.2 ENSAIO DE VIBRAÇÃO LIVRE. 
Neste ensaio em vez de se impor uma excitação à estrutura impõe-se um deslocamento inicial, que 
posteriormente é libertado deixando-se a estrutura a vibrar livremente, efetuando-se então a medição da 
sua resposta. 
Este deslocamento pode ser aplicado utilizando-se cabos ancorados a uma grua ou a um camião que 
puxam a estrutura, tencionando os cabos. Seguidamente sendo atingido um determinado limite de 
tensionamento os cabos são libertados, deixando a estrutura a vibrar livremente.  
Outra possível técnica de realizar este ensaio é através da suspensão de uma massa à estrutura, que é 
libertada repentinamente. Bons exemplos de ensaios realizados através desta técnica, são descritos em 
[7] e [9]. No primeiro a estrutura ensaiada foi a Ponte Vasco da Gama e o ensaio consistiu em suspender 
uma barcaça contendo uma massa de 60t (Figura 3.3 a), libertada subitamente causando uma vibração 
que foi registada por 6 acelerómetros durante um período de 16min. Já no segundo o ensaio foi realizado 
na nova extensão do aeroporto da Madeira, onde se suspendeu uma massa de 60.8t que foi libertada 
através de explosivos (Figura 3.3 b).      
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Figura 3.3 - a) Ensaio de vibração livre realizado na Ponte Vasco da Gama [7]; b) Massa de 60.8t 
usada no ensaio de vibração livre na nova extensão do aeroporto da Madeira. [9] 
 
Esta técnica permite uma boa caraterização dos coeficientes de amortecimento da estrutura, uma vez 
que, após a libertação da massa, ao entrar em vibração livre, a resposta da estrutura atinge o pico de 
amplitude dos parâmetros medidos (aceleração, velocidade, deslocamento etc.) no instante 
imediatamente a seguir à libertação da massa, decaindo gradualmente a partir daí. Medindo a velocidade 
com que esse decaimento acontece é possível obter uma boa estimativa dos coeficientes de 
amortecimento da estrutura.  
 
3.2.3 ENSAIO DE VIBRAÇÃO AMBIENTAL 
O último ensaio a ser descrito corresponde ao ensaio de vibração ambiental (EVA) que como referido 
foi o ensaio realizado na Ponte rodoviária na Foz do Tua.  
Dos três ensaios descritos, este é o mais simples e o mais amplamente usado em Engenharia Civil. Isto 
deve-se ao facto de não ser necessário qualquer equipamento que excite a estrutura sendo a resposta 
desta medida em relação às excitações provenientes de ações a que ela se encontra normalmente sujeita 
tais como, o vento, o tráfego, efeitos relacionados com o escoamento de um rio, ondulação marítima etc. 
[10]. Realça-se também que a realização do ensaio não obriga à interrupção do funcionamento da 
estrutura. 
O ensaio consiste em medir a resposta da estrutura em termos de aceleração de diversos pontos da mesma 
durante um determinado período de tempo, utilizando por exemplo sismógrafos triaxiais. Uma vez que, 
habitualmente o número de pontos a medir é bastante elevado, não se torna comportável deter um sensor 
por ponto. É então necessário definir conjuntos de pontos, denominados setups. Todos os pontos 
pertencentes ao mesmo setup são medidos em simultâneo. Durante o ensaio, o equipamento de medição 
vai percorrendo todos os pontos de cada setup definido, mantendo-se, no entanto, um ou mais pontos 
fixos, denominados pontos de referência, que são comuns a todos os setups.  
O número de pontos a medir, deverá ser escolhido consoante a resolução necessária para estimar os 
modos de vibração mais importantes, sendo habitual essa tarefa recorrer ao auxílio de um modelo 
numérico da estrutura que permita obter uma aproximação dos resultados esperados. O modelo numérico 
criado também servirá para auxiliar na escolha da melhor localização dos pontos a medir, sendo 
necessário ter o cuidado de nunca colocar pontos de referência em locais correspondentes a ordenadas 
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modais nulas, uma vez que isso iria inviabilizar a obtenção da configuração modal em que tal 
acontecesse.  
Na figura seguinte apresenta-se um esquema adaptado de [10] que procura explicar de uma maneira 
simples o ensaio descrito. 
 
 
Figura 3.4 - Viga de dois tramos – adaptado de [10]. 
 
A figura representa uma viga contínua de dois tramos onde são instrumentados 10 pontos ao longo do 
seu desenvolvimento de maneira a caracterizar as frequências verticais e respetivos modos. Uma vez 
que só se possui 4 sensores, são definidos 3 setups distintos, mantendo-se como referência o ponto 5, 
representado com uma seta vermelha. Os restantes pontos são percorridos ao longo dos 3 setups, 
realizando-se um total de 12 medições distintas.  
No capítulo 4 faz-se a caracterização do ensaio de vibração ambiental realizado na ponte rodoviária de 
Foz Tua, que se apresenta, a uma escala superior, em tudo semelhante a este pequeno exemplo 
apresentado.  
 
3.3 EQUIPAMENTO DE MEDIÇÃO DA RESPOSTA ESTRUTURAL. 
Seja qual for o tipo de ensaio escolhido, a resposta da estrutura será registada por equipamentos 
denominados transdutores que terão a tarefa de converter uma determinada variação mecânica, 
habitualmente a aceleração, podendo também ser um deslocamento, velocidade ou mesmo extensão, em 
sinais elétricos proporcionais a essa grandeza. 
Os transdutores existentes poderão ser agrupados em dois grupos distintos: os transdutores ativos que 
convertem energia mecânica em energia elétrica, sem necessitarem de uma fonte elétrica para 
funcionarem, e os transdutores passivos, cujo funcionamento requer uma fonte de energia. 
Tanto no ensaio de vibração ambiental da ponte em estudo como no sistema de monitorização, foram 
utilizados medidores de acelerações – acelerómetros. Por esse motivo só este tipo de transdutores será 
abordado, sendo possível encontrar mais informação relativamente aos transdutores que medem as 
restantes grandezas físicas referidas em [10]. 
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Dos acelerómetros existentes distinguem-se três principais – piezoelétricos, piezoresistivos, e force 
balance. Estes últimos são os mais usados, devido à sua grande sensibilidade [7]. 
 
Acelerómetros piezoelétricos e piezoresistivos. 
Estes dois acelerómetros baseiam-se em dois efeitos distintos que certos materiais apresentam.  
 Efeito piezoelétrico – Quando uma determinada força é aplicado sobre um material 
piezoelétrico, este deforma-se gerando uma carga elétrica, provocando uma diferença de 
potencial. Este efeito é linear, significando isto que, a carga libertada é proporcional á força 
aplicada. Exemplos comuns destes materiais é o quartzo, a turmalina ou os materiais cerâmicos 
policristalinos. [10]. 
 Efeito piezoresistivo – Este efeito é semelhante ao anterior havendo uma variação da resistência 
elétrica e não de potencial quando uma força é aplicada sobre o material. Bom exemplo de um 
material que apresenta esta propriedade é a sílica. 
 
Um acelerómetro piezoelétrico é constituído por 3 elementos principais, a base o elemento piezoelétrico 
e a massa (Figura 3.5) e é capaz de medir movimentos de pequena amplitude e baixa frequência.  
O seu funcionamento é baseado no efeito referido, pois, quando o conjunto sofre uma aceleração a massa 
induz sobre o elemento piezoelétrico uma determina força definida pela segunda lei de Newton 𝐹 =
𝑚 × 𝑎. Essa força ao interagir com o elemento piezoelétrico faz com que este gere um sinal elétrico 
proporcional á aceleração.  
A interação entre massa e elemento piezoelétrico pode ser feita de três maneiras distintas. Em flexão, 
em compressão e em corte.  
 
 
Figura 3.5 - Acelerómetros piezoelétricos a) flexão; b) compressão; c) corte. [10]. 
 
Nos primeiros a massa encontra-se equilibrada no seu eixo central, estando condicionada nas laterais 
pelo elemento piezoelétrico. Quando o conjunto sofre uma aceleração a massa entra em desequilíbrio 
interagindo com os cristais piezoelétricos. (Figura 3.5 a) 
Na interação por compressão o elemento piezoelétrico encontra-se entre a base e a massa, sendo 
comprimido por esta assim que o conjunto entra em movimento (Figura 3.5 b). 
Por último na interação por corte, representada na Figura 3.5 c), os cristais piezoelétricos encontram-se 
entre duas massas, interagindo com elas, através de tensões de corte.  
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Os acelerómetros piezoresistivos apresentam um funcionamento semelhante aos piezoelétricos, uma vez 
que todo o funcionamento é baseado numa massa que entra em movimento quando o conjunto sofre 
uma aceleração deformando o material piezoresistivo. Neste caso a massa encontra-se ligada a uma viga 
em consola (Figura 3.6).  
 
 
Figura 3.6 - Acelerómetros piezoresistivos [11]~ 
 
Por fim realça-se que destes dois acelerómetros só os piezoresistivos necessitam de uma fonte de 
energia, pertencendo por isso ao grupo dos transdutores passivos. 
 
Acelerómetros force balance. 
Estes acelerómetros contém na base do seu funcionamento num mecanismo servo. Um mecanismo servo 
é um sistema que tem como função manter o estado inicial de um elemento, quer seja ao nível da posição, 
da velocidade ou outro parâmetro. Quando uma força tenta desestabilizar o sistema, alterando o estado 
inicial do elemento, o mecanismo servo é acionado sendo criada uma força de valor igual mas de sentido 
oposto, que impede a perturbação do elemento.  
No caso específico dos acelerómetros o elemento é uma massa que tende a alterar a sua posição quando 
sujeita a uma aceleração. O mecanismo servo deteta esse movimento e cria um fluxo de corrente, 
proporcional à força gerada pela aceleração na massa, que ativa uma bobine que gera uma fluxo 
magnético de equilíbrio, impedindo a mudança de posição da massa. 
Assim como os acelerómetros piezoresistivos estes acelerómetros também necessitam de uma fonte de 
energia.  
 
3.4 SISTEMAS DE AQUISIÇÃO DE DADOS 
O último equipamento que intervém no processo de identificação experimental é o sistema de aquisição 
de dados, a este cabe a tarefa de transformar os sinais contínuos no tempo (sinais analógicos) 
provenientes dos transdutores, em sinais discretos (sinais digitais) que posteriormente são guardados em 
unidades de armazenamento de um computador portátil. Este equipamento frequentemente recebe o 
nome de conversores analógico – digital (A/D).  
Esta transformação envolve a definição da chamada frequência de amostragem que é o inverso do 
intervalo de tempo ∆𝑡 para o qual é feita a recolha de pontos do registo contínuo, sendo que, quanto 
mais elevada for essa frequência maior será a definição do sinal.  
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Figura 3.7 – Passagem de um sinal contínuo para sinal discreto [12] 
 
A operação de recolha da ordenada de cada ponto recebe o nome de quantização e consiste na divisão 
da gama total de amplitudes que o sinal contínuo pode assumir, por um número inteiro de patamares. 
Este número de patamares depende da resolução, definida pelo número de bits, do conversor. Um 
conversor com 𝑚 bits tem capacidade para discretizar a gama de amplitudes em 2𝑚 patamares.  
 
 
Figura 3.8 – Sinal discretizado com uma resolução de 4 bits (24 = 8 patamares) [13]. 
 
O facto de se estar a extrair valores de um sinal continuo, afastados temporalmente de ∆𝑡 poderá levantar 
problemas devido ao desconhecimento da evolução do sinal entre duas amostragens sucessivas.  
 
3.5 IDENTIFICAÇÃO MODAL – MÉTODO DE SELEÇÃO DE PICOS 
Como já mencionado, dos ensaios apresentados só o ensaio de vibração ambiental foi realizado na ponte 
em estudo. Como tal a partir deste ponto todo o foco passará para esse tipo de ensaio e para os resultados 
que ele permite obter.  
Nestes ensaios são registadas séries temporais que relacionam o tempo percorrido com a variação da 
aceleração de cada ponto instrumentado, caracterizando assim a resposta da estrutura. Com essas séries, 
será possível identificar as frequências naturais da estrutura e os respetivos modos de vibração 
recorrendo-se por exemplo ao método de seleção de picos.  
O método de seleção de picos (“Pick Picking” (PP)) é o método de identificação modal a partir de 
excitações estocásticas mais antigo e mais correntemente utilizado em aplicações de engenharia civil. 
Isto deve-se grandemente à sua facilidade de aplicação e fiabilidade dos resultados obtidos. Na 
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referência [14] são descritos aprofundadamente os fundamentos teóricos do método fazendo-se neste 
trabalho uma breve passagem pelos seus conceitos mais importantes.  
Em termo gerais este método assenta numa hipótese fundamental relativa à excitação aplicada, que é 
constituída por uma série de fatores ambientais (vento, trafego automóvel etc.).Não sendo possível 
realizar a sua medição, para efeitos de identificação modal assume-se que a excitação corresponde a um 
processo estocástico gaussiano do tipo ruido branco com média nula. 
Ora nestas condições, como já demonstrado no capítulo 2 verifica-se que as funções de densidade 
espectral da resposta apresentam picos de amplitude para as frequências que se encontram na 
proximidade das frequências naturais da estrutura. Querendo isto dizer que para estruturas que 
apresentem frequências naturais bem espaçadas, a sua resposta é grandemente condicionada pela 
contribuição dos modos ressonantes. De maneira a facilitar a compreensão deste método é possível 
encarar a resposta da estrutura como um conjunto de osciladores de 1 grau de liberdade cada um com as 
suas caraterísticas dinâmicas próprias. Com esses osciladores, é possível, através daqueles que 
apresentam uma frequência natural 𝜔𝑘 igual a uma das frequências naturais da estrutura , simular o 
comportamento dinâmico desta.  
Percebe-se que frequência natural de cada um desses osciladores de 1 GL encontra-se refletida nas 
funções de densidade espectral, representando cada um dos picos desta função os osciladores que 
permitem simular o comportamento dinâmico da estrutura. 
Refere-se que o requisito relativo ao afastamento das frequências naturais representa uma das limitações 
mais forte do método. 
Recorda-se agora os conceitos apresentados no capítulo 2 relativos à da matriz das funções de densidade 
espectral. Aí referiu-se que na diagonal principal dessa matriz são armazenados os auto espectros 
enquanto fora dela são colocados os espectros cruzados. As estimativas espectrais dos auto espectros e 
dos espetros cruzados são obtidas receptivamente por: 
 
 
?̂?𝑥(𝑓) =
1
𝑁 ∙ ∆𝑡
∙ |𝑋𝑛𝑘(𝑓)|
2 
(3.1) 
 
e 
 
?̂?𝑥𝑦(𝑓) =
1
𝑁 ∙ ∆𝑡
∙ |𝑋𝑛𝑘
∗ (𝑓) ∙ 𝑌𝑛𝑘(𝑓)|
2 
(3.2) 
 
Ao aplicar diretamente as expressões anteriores às séries temporais provenientes dos ensaios, verifica-
se que a estimativa espectral resultante apresenta uma variância muito elevada devido ao facto do seu 
calculo se basear numa série discreta finita. De maneira a contornar este problema utiliza-se um método 
criado por Peter D. Welch [15], que determina as estimativas espectrais através da transformada rápida 
de Fourier (FFT), implementando processos que minimizam erros a ela associados. 
O método inicia-se com a divisão da séria temporal em segmentos contendo cada um 𝐿 valores. O ponto 
inicial de cada segmento encontra-se afastado de 𝐷 unidades do ponto inicial do segmento anterior, 
havendo assim uma sobreposição de 𝐷 valores, correntemente designada de “overlapping” entre cada 
segmento. Ou seja sendo 𝑋(𝑗) uma série temporal constituída por n valores, o primeiro segmento será: 
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 𝑋1(𝑗) = 𝑋(𝑗)   𝑐𝑜𝑚 𝑗 = 0, …  𝐿 − 1 (3.3) 
 
O segundo segmento, para um afastamento 𝐷 será: 
 
 𝑋2(𝑗) = 𝑋(𝑗 + 𝐷)   𝑐𝑜𝑚 𝑗 = 0, …  𝐿 − 1 (3.4) 
 
E finalmente o último segmento k é definido por: 
 
 𝑋𝑘(𝑗) = 𝑋(𝑗 + (𝐾 − 1)𝐷)   𝑐𝑜𝑚 𝑗 = 0, …  𝐿 − 1 (3.5) 
 
Com esta segmentação procura-se minimizar os erros de “leakage” associados à aplicação da FFT a 
séries temporais finitas que contêm descontinuidades. De maneira a perceber melhor este tipo de erros 
recomendam-se as referências [16] e [5]. 
Seguidamente procede-se à aplicação de janelas de dados a cada um dos segmentos, processo que 
consiste em multiplicar cada segmento por uma função matemática, 𝑤(𝑗): 
 
 𝑋1(𝑗) ∙ 𝑊(𝑗), … , 𝑋𝑘(𝑗) ∙ 𝑊(𝑗) 
(3.6) 
 
Após esta segmentação as estimativas espectrais poderão ser escritas da seguinte forma: 
 
 
?̂?𝑥(𝑓) =
1
𝑛𝑑
∑ [
|𝑋𝑥𝑥(𝑓)|
2
𝑁 ∙ ∆𝑡 ∙ ∑ |𝑊𝑗|
2𝐿−1
𝑗=0
]
𝑚
𝑛𝑑
𝑚=1
 
 
(3.7) 
 
 ?̂?𝑥𝑦(𝑓) =
1
𝑛𝑑
∑ [
|𝑋𝑥
𝐻(𝑓) ∙ 𝑌𝑦(𝑓)|
2
𝑁 ∙ ∆𝑡 ∙ ∑ |𝑊𝑗|
2𝐿−1
𝑗=0
]
𝑚
𝑛𝑑
𝑚=1
 
(3.8) 
 
Sendo 𝑛𝑑 o número total de segmentos utilizados. No contexto da identificação modal a janela de dados 
mais usualmente é usada, é a janela de Hanning verificando-se que com um overlapping de 50% se 
conseguem bons resultados.  
 
𝑊(𝑛) = {
0.5 + (1 + 0.5)cos (
2𝜋𝑗
𝑀
)
0,                       |𝑗| ≤ 𝑀/2
, |𝑗| ≤ 𝑀/2 
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Aplicando as expressões (3.7) e (3.8) às séries temporais provenientes do ensaio de vibração ambiental 
será possível proceder à identificação modal da estrutura. Ficando assim formadas as bases matemáticas 
do método.  
Refere-se que todo este procedimento foi reproduzido em MatLab possibilitando a sua utilização direta 
nas séries temporais provenientes do ensaio de vibração ambiental. 
 
Auto - Espectros normalizados médios – ANPSD 
Aquando da apresentação do ensaio de vibração ambiental na secção 3.2.3, foi utilizado um exemplo de 
uma viga simplesmente apoiada (Figura 3.4) que serviu de auxílio à compreensão do ensaio em questão. 
Nesse exemplo conclui-se que seriam obtidos 12 registos correspondendo a 4 pontos instrumentados em 
3 setups distintos.  
Logicamente para cada registo obtido, será determinado o auto espectro correspondente. Sendo possível, 
de seguida, identificar para cada um, os picos de frequência correspondentes aos modos ressonantes. No 
entanto a tarefa de identificar os picos de frequência para cada auto espectro, poderia revelar-se, no caso 
de grandes estruturas em que o número de pontos instrumentados tende a ser elevado, bastante 
trabalhosa. 
A hipótese de se analisar um único auto espectro também deverá ser descartada, pois o grau de liberdade 
instrumentado poderá situar-se num ponte de ordenada modal nula não permitindo a identificação da 
frequência natural correspondente, para além da possibilidade de durante a medição desse setup as ações 
ambientais poderem não ser suficientes para excitar todos os modos ressonantes.  
Uma possível metodologia a seguir prende-se com a utilização de espectros normalizados médios 
(ANPSD), que consiste, num primeiro passo em normalizar cada um dos auto espectros obtidos, aqui 
denominados de 𝑃𝑆𝐷 (“power spectral density”). 
 
 𝑁𝑃𝑆𝐷𝑖(𝜔) =
𝑃𝑆𝐷𝑖(𝜔)
∑ 𝑃𝑆𝐷𝑖(𝜔𝑘)
𝑁
𝐾=1
 
(3.9) 
 
Ou seja, cada ordenada do auto espectro é divida pelo somatório das ordenadas, garantindo-se assim que 
a área sob cada um dos auto-espectros é igual, normalizando-se o conteúdo energético de cada espectro. 
Esta normalização revela-se necessária devido à variação da intensidade da excitação atuante durante a 
medição de cada setup, que conduz a séries temporais com diferentes conteúdos energéticos. 
O segundo passo consiste em determinar a média de todos os espectros normalizados obtidos: 
 
 𝐴𝑁𝑃𝑆𝐷 =
1
𝑛º 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑡𝑢𝑝𝑠
∑ 𝑁𝑃𝑆𝐷𝑖(𝜔)
𝑛º 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑡𝑢𝑝𝑠
𝑖=1
 
(3.10) 
 
Uma vez definido o 𝐴𝑁𝑃𝑆𝐷 facilmente se identificam, graficamente os picos correspondentes às 
frequências naturais da estrutura.  
Este será um dos métodos utilizado na identificação das frequências naturais da ponte em estudo, a partir 
dos resultados provenientes do ensaio de vibração ambiental. 
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Funções de coerência 
Dos picos apresentados na representação gráfica do 𝐴𝑁𝑃𝑆𝐷 será necessário procurar perceber quais é 
que, efetivamente pertencem a modos de vibração da estrutura.   
Surgem então as funções de coerência definidas pela seguinte expressão. 
 
 𝛾𝑖,𝑗
2 (𝜔) =
𝑆𝑦(𝜔)(𝑖,𝑗)
2
𝑆𝑦(𝜔)(𝑖,𝑖) ∙ 𝑆𝑦(𝜔)(𝑗,𝑗)
 
(3.11) 
 
Sendo 𝑆𝑦 a matriz de densidade espectral. Esta função varia entre 0 e 1 e devolve o grau de linearidade 
entre dois sinas de resposta medidos nos graus de liberdade 𝑖 e 𝑗. Para frequências que correspondem 
verdadeiramente a modos de vibração da estrutura a função de coerência tomará valores muito próximos 
da unidade, verificando-se o contrário para frequências que não correspondem a modos de vibração. 
Outro método mais prático e óbvio e até mais fiável que permite verificar se um determinado pico 
corresponde a um modo de vibração da estrutura, consiste em simplesmente representar graficamente a 
configuração modal correspondente a essa frequência fazendo-se análise da qualidade da forma obtida. 
 
 Funções de transferência 
Tendo sido identificadas as frequências naturais, descreve-se agora o procedimento a seguir de maneira 
a definir os modos de vibração.  
As configurações modais podem ser obtidas a partir da seguinte expressão: 
 
 
𝑆 𝑗,𝑟𝑒𝑓 (𝜔)
𝑆𝑟𝑒𝑓,   𝑟𝑒𝑓(𝜔)
≈
Φ𝑗
Φ𝑟𝑒𝑓
 
(3.12) 
 
Com esta expressão é possível relacionar a ordenada modal de um ponto considerado como referência 
com a de um ponto 𝑗 genérico. Essa relação é atingida através do quociente entre o espectro cruzado do 
ponto genérico com o ponto de referência e o auto espectro do ponto de referência, ambos determinados 
para a frequência ressonante 𝜔. 
Após o cálculo da relação 
𝑆𝑥 𝑗,𝑟𝑒𝑓 (𝜔)
𝑆𝑥 𝑟𝑒𝑓(𝜔)
 a ordenada do ponto 𝑗  poderá ser determinada atribuindo-se um 
valor unitário a Φ𝑟𝑒𝑓, surgindo assim a denominada função de transferência que permite relacionar as 
respostas a uma excitação ambiental de dois graus de liberdade: 
 
 𝑇𝑗,𝑟𝑒𝑓 =
𝑆𝑥 𝑗,𝑟𝑒𝑓 (𝜔)
𝑆𝑟𝑒𝑓,   𝑟𝑒𝑓(𝜔)
 
(3.13) 
 
O sentido do deslocamento da ordenada do ponto 𝑗 é dado pelo valor da fase do quociente anterior. Este 
deverá variar entre 0 e 180º, correspondendo 0 a um deslocamento no mesmo sentido do ponto de 
referência e 180º a um deslocamento no sentido contrário.  
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Estimativa dos coeficientes de amortecimento modais 
O método de seleção de picos permite também estimar os coeficientes de amortecimento modais a partir 
dos auto espectros criados. Tal é a realizado através do método da meia potência que se baseia na seleção 
de três pontos do ANPSD para cada para cada um dos modos ressonantes identificados. É assim 
selecionado um ponto corresponde à frequência natural do modo ressoante 𝑘 e dois pontos com 
amplitudes iguais a metade da amplitude do pico da frequência ressonante 𝜔𝑘, um à esquerda (𝜔𝑒) e 
outro à direita (𝜔𝑑). A partir destes valores é possível obter uma estimativa do coeficiente de 
amortecimento do modo de vibração 𝑘, a partir da seguinte expressão: 
 
 
𝜉𝑘 =
𝜔𝑑 − 𝜔𝑒
𝜔𝑑 + 𝜔𝑒
=
𝜔𝑑 − 𝜔𝑒
2 ∙ 𝜔𝑘
 (3.14) 
 
Uma vez que o espetro normalizado médio se encontra discretizado ao longo do tempo será necessário 
interpolar cada uma das frequências.  
Importa no entanto referir que as estimativas obtidas por este método não são muito precisas verificando-
se que usando métodos de identificação modal mais avançados os resultados obtidos são muito mais 
precisos [3]. 
 
Exemplo 3 
Para o pórtico plano utilizado no capítulo 2 serão ilustrados os conceitos apresentados referentes ao 
método de seleção de picos de maneira a estimar as frequências naturais, as configurações modais e os 
amortecimentos modais.  
Utilizando o software Robot Structural Analysis Professional 2014 modelou-se o pórtico em questão, 
para o qual se obteve a respetiva resposta em aceleração a uma excitação aleatória, segundo os dois 
graus de liberdade já apresentados.  
De maneira a simular essa excitação gerou-se um vetor com valores aleatórios variando no intervalo de 
-1 a 1, representando uma excitação que toma os valores desse vetor, com duração de 10 min (600 s), 
com um intervalo no tempo, entre pontos observados, de 0.05s (frequência de amostragem de 20 Hz). 
Resultando num vetor com 10 × 60 × 20 = 12000 pontos, representado na figura seguinte: 
 
 
Figura 3.9 – Exemplo 3 - excitação aleatória gerada  
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As respostas obtidas para cada um dos graus de liberdade para os 20 s iniciais apresentam-se nas figuras 
seguintes: 
 
 
Figura 3.10 – Exemplo 3 a) pórtico 2D; b) resposta do primeiro grau de liberdade; c) resposta do segundo grau 
de liberdade 
 
Para a resposta simulada utilizou-se o método de Welch que permitiu estimar a matriz de densidade 
espetral da resposta. Na Figura 3.11 apresentam-se os dois auto espetros normalizados dessa matriz 
(NPSD) obtida com uma janela de Hanning para um comprimento de 4096 pontos por segmento e uma 
sobreposição de 50%.  
 
 
Figura 3.11 – Exemplo 3 - NPSD  
 
Fazendo a média entre cada um dos NPSD obteve-se o ANPS representado na figura seguinte 
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Figura 3.12 – Exemplo 3 - APSD  
 
A partir dos picos do ANPSD é possível obter boas estimativas das frequências naturais da estrutura, 
que se comparam com as frequências teóricas obtidas no exemplo 1: 
 
Tabela 3.1 – Frequências Teórica vs Frequências Identificadas 
Frequências Teóricas [Hz] Frequências Identificadas [Hz] Erro (%) 
2,67 2.68 - 0.37 
6,98 7.0 -0.29 
 
Como se pode verificar pelas diferenças obtidas, as frequências estimadas encontram-se muito próximas 
das frequências teóricas. É importante salientar que esta boa qualidade deve-se em grande parte à 
simplicidade da estrutura e ao facto da excitação aplicada ter sido gerada artificialmente sendo um ruido 
branco verdadeiro. Para os casos reais não se deve esperar resultados desta qualidade muito pelo facto 
de a excitação não ser verdadeiramente aleatória.   
 
Na Figura 3.13 apresentam-se as funções de transferência obtidas, representando cada coluna a escolha 
de um dos pontos como referência. Na diagonal principal encontra-se o quociente entre o mesmo auto 
espectro, tomando este, logicamente, o valor unitário ao longo de todas as frequências. Para os restantes 
elementos, formados através do quociente entre um espetro cruzado e um auto espectro que origina um 
conjunto de valores imaginários, faz-se a sua representação através da sua amplitude e fase.  
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Figura 3.13 – Exemplo 3 - Funções de transferência. 
 
Na tabela seguinte avaliam-se as configurações modais, com base na segunda coluna, ou seja tomando 
o ponto 2 como referência. De notar que cada valor final foi obtido após uma normalização em que se 
dividiu todos os valores pelo maior obtido, é assim percetível que os resultados obtidos são iguais aos 
resultados teóricos.  
 
Tabela 3.2 – Avaliação das configurações modais através das funções de transferência. 
 1º Modo [f=2,68 Hz] 2º Modo [f=7.0 Hz] 
Grau de 
liberdade 
T Fase [º] Φ T Fase [º] Φ 
1 1.618 0 1 0.618 180 0,618 
2 1 0 0,618 1 0 -1 
 
Aplicando o método da meia potência, obtiveram-se os coeficientes de amortecimento para os dois 
modos de vibração identificados. Na Figura 3.14 ilustra-se um zoom de cada um dos picos identificados 
da representação gráfica do ANPSD (Figura 3.12), juntamente com a linha de meia potência 
representada a vermelho. Como é visível os pontos de interceção entre o ANPSD e a linha de meia 
potência encontram-se entre dois pontos definidos, obrigando a recorrer a uma interpolação. Na tabela 
seguinte apresentam-se os resultados obtidos: 
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Tabela 3.3 – Coeficiente de amortecimento estimado pelo método da meia potência  
Modo / frequência (Hz) 
Valor teórico 
𝝃𝒌(%) 
Método da meia 
potência - 𝝃𝒌(%) 
Erro (%) 
1º Modo [f=2,68 Hz] 0,23 0,28 
-21,74 
 
2º Modo [f=7.0 Hz] 0,28 0,11 60,71 
    
 
Figura 3.14 – Exemplo 3 - Método da meia potência. 
 
Constata-se analisando o erro obtido para cada estimativa a fraca qualidade deste método no que toca à 
determinação dos coeficientes de amortecimento modais, no entanto, esta poderia ser melhorada 
aumentando a resolução em frequência dos espectros, através da consideração de uma maior número de 
pontos para cada segmento. 
 
3.6 IDENTIFICAÇÃO MODAL – MÉTODO DE DECOMPOSIÇÃO NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 
Visto como uma extensão ao método de seleção de picos, o método de decomposição no domínio da 
frequência (FDD – “Frequency Domain Decomposition”) desenvolve-se a partir das estimativas das 
funções de densidade espectral da resposta da estrutura. Este método conta com duas versões, a versão 
base, que permite a estimativa das frequências naturais e das configurações modais, e uma versão 
melhorada, que nasce da versão base, permitindo obter estimativas dos coeficientes de amortecimento 
modal.  
Face ao método de seleção de picos, o FDD revela-se mais eficaz na identificação de modos com 
frequências próximas e utilizando a sua versão melhorada, permite a obtenção de estimativas dos 
coeficientes modais mais precisas. No contexto desta tese só a versão base será estudada. 
Historicamente os princípios fundamentais do método terão sido utilizados pela primeira vez por [17], 
já no contexto da identificação modal. Pertencendo a designação do método (“Frequency Domain 
Decomposition”) e respetiva sistematização a [18]. 
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Em termos matemáticos este método baseia-se no algoritmo de decomposição em valores singulares, 
que decompõe uma determinada matriz 𝐴 (m × n) no produto de outras 3: 
 
 𝐴 = 𝑈 ∙ S ∙ 𝑉𝐻 (3.15) 
 
Onde 𝑈 é uma matriz unitária de dimensão (m × m), sendo uma matriz unitária aquela que verifica 𝐴 ∙
𝐴𝑇 = I (matriz identidade), S uma matriz diagonal (m × n) e 𝑉𝐻 uma matriz unitária (n × n), sendo 
∎𝐻 a operação de transpor a matriz seguida do calculo do conjugado de cada valor.  
Os elementos que constituem a diagonal da matriz S são conhecidos como valores singulares de 𝐴, e são 
iguais à raiz quadrada dos valores próprios das matrizes 𝐴𝐻 ∙ 𝐴 e 𝐴 ∙ 𝐴𝐻. Enquanto as colunas de 𝑈 e 𝑉 
contém os vetores próprios de 𝐴𝐻 ∙ 𝐴 e 𝐴 ∙ 𝐴𝐻. 
O método inicia-se com a estimativa em qualquer frequência discreta 𝜔𝑖 da matriz de funções de 
densidade espetral da resposta em aceleração da estrutura. Cada uma dessas matrizes é seguidamente 
decomposta em valores singulares: 
 
 𝑆𝑦(𝜔𝑖) = 𝑈𝑖 ∙ 𝑆𝑖 ∙ 𝑈𝑖
𝐻 (3.16) 
 
Desta decomposição nasce um conjunto de espetros de potência, descritos pelos valores singulares de 
cada matriz avaliada na frequência  𝜔𝑖, de um oscilador de 1 grau de liberdade com as mesmas 
frequências e os mesmos coeficientes de amortecimento dos modos de vibração da estrutura.  
Sabendo que na diagonal principal da matriz 𝑆𝑖 ficam armazenados, por ordem decrescente, os valores 
singulares da matriz de funções de densidade espectral, será suficiente, no caso em que as frequências 
naturais da estrutura se encontrem bem espaçadas, fazer a representação do primeiro valor singular 
obtido, contendo este os segmentos mais importantes dos auto espectros de todos os osciladores de um 
grau de liberdade, relevantes para explicar a resposta da estrutura.  
Em síntese, as frequências naturais da estrutura poderão ser identificadas através da avaliação das 
abcissas correspondente a picos da representação gráfica do primeiro valor singular de cada matriz de 
funções de densidade espetral da resposta em aceleração da estrutura avaliada em cada frequência  𝜔𝑖. 
Se a estrutura apresentar modos de vibração com frequências próximas, então a SVD da matriz de 
funções de densidade espectral, irá apresentar picos de amplitude não só na representação do primeiro 
valor singular, mas também nos outros valores singulares, permitindo assim o reconhecimento de todas 
as frequências.  
As configurações modais poderão ser obtidas através da primeira coluna da matriz 𝑈𝑖, avaliada na 
respetiva frequência de ressonância.  
Nas situações em que uma estrutura é ensaiada em várias fases, como é o caso dos setups de um ensaio 
de vibração ambiental, o processo corrente consiste em determinar a matriz de densidade espectral para 
cada um dos setups avaliados. Obtendo-se para cada matriz tantos valores singulares quantos graus de 
liberdade instrumentados. O procedimento habitual nestas situações é o de resumir toda a informação 
num único espectro normalizado, à semelhança do ANPSD no método de seleção de picos, em que se 
determina a média de todos os valores singulares obtidos para cada setup permitindo assim a 
identificação de todas as frequências naturais da estrutura.  
Identificação Modal e Monitorização Dinâmica de uma Ponte em Arco 
37 
 
As configurações modais são obtidas avaliando a primeira coluna do vetor 𝑈 de cada setup fazendo-se 
a correspondência de cada elemento da matriz ao ponto da estrutura instrumentado. 
Note-se que também na implementação deste método será necessário assumir que a excitação é do tipo 
ruido branco.  
 
Exemplo 4 
A partir da matriz das funções de densidade espetral avaliada em cada frequência, determinou-se o 
espectro de valores singulares, aplicando o já referido algoritmo matemático de decomposição em 
valores singulares. Na Figura 3.15, apresenta-se a evolução dos dois valores singulares obtidos, onde se 
constata que o espetro do primeiro valor singular apresenta dois picos de amplitude que têm como 
abcissa as frequências naturais do pórtico. Uma vez que o pórtico em estudo não contem frequências 
naturais próximas, percebe-se que a utilidade do segundo valor singular é nula.  
 
 
Figura 3.15 – Exemplo 4 – valores singulares. 
 
Fazendo a decomposição em valores singulares da matriz das funções de densidade espetral avaliada 
em cada uma das frequências de ressonância, foram avaliadas as configurações modais a partir da 
primeira coluna da matriz unitária 𝑈. Atendendo ao facto de cada elemento do vetor 𝑈 ser um número 
complexo, avaliam-se as configurações modais na parte amplitude de cada elemento, atribuindo-se o 
sinal positivo ou negativo consoante a fase. 
 
Tabela 3.4 - Avaliação das configurações modais através da primeira coluna da matriz unitária 𝑈. 
 1º Modo [f=2,68 Hz] 2º Modo [f=7.0 Hz] 
Grau de 
liberdade 
U Fase [º] Φ U Fase [º] Φ 
1 0.8507 180 1 0.5258 180 0,618 
2 0.5257 180 0,618 0.8506 0 -1 
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3.7 CONCLUSÃO 
Neste capítulo apresentou-se de uma maneira sequencial cada um dos passos necessários à realização 
da caracterização dinâmica de estruturas por via de ensaios dinâmicos. 
Apresentaram-se os principais ensaios para caracterização dinâmica de estruturas. Descreveu-se 
sucintamente cada um dos ensaios existentes salientando-se as vantagens que o ensaio de vibração 
ambiental apresenta em relação ao ensaio de vibração forçada. 
Descreveram-se os dispositivos que permitem medir a resposta da estrutura, procurando 
simplificadamente explicar o seu funcionamento, dando-se atenção, unicamente, aqueles que 
representam a resposta da estrutura em termos de aceleração de cada ponto instrumentado – os 
acelerómetros. Por fim, relativamente à parte experimental, terminou-se a exposição com a descrição do 
sistema de aquisição de dados com o qual é feita a conversão da informação recolhida, de séries 
contínuas para séries discretas.  
Na segunda parte deste capítulo foram apresentados os conceitos teóricos que suportam os dois métodos 
de identificação modal em estudo, o método de seleção de picos (PP) e o método de decomposição no 
domínio da frequência (FDD).  
A aplicação de qualquer um destes métodos assenta na utilização do método de Welch de maneira a 
estimar as funções de densidade espectral da resposta em aceleração da estrutura. Relativamente ao 
método de seleção de picos os parâmetros modais são estimados diretamente a partir destas funções 
enquanto no método FDD utiliza-se o algoritmo de decomposição em valores singulares da matriz dessas 
funções.  
O processo de identificação das frequências naturais da estrutura é muito semelhante em ambos os 
métodos, sendo essa identificação feita através da avaliação de picos de amplitude que surgem nas 
proximidades das frequências naturais. Para o PP os picos surgem na representação de cada auto espetro 
enquanto no FDD, os picos são observados na representação de cada um dos valores singulares. 
Verificando-se que para estruturas com frequências naturais afastadas a representação do primeiro valor 
singular é suficiente para estimar todas as frequências naturais.  
Relativamente aos modos de vibração para o método de seleção de picos, estes são obtidos através das 
chamadas funções de transferência que relacionam a resposta da estrutura segundo dois graus de 
liberdade enquanto para o FDD utiliza-se a primeira coluna da matriz 𝑈𝑖, avaliada na respetiva 
frequência de ressonância.  
Foi também estudada a capacidade do PP para estimar os coeficientes de amortecimento modal através 
do método de meia potência, concluindo-se, através da sua aplicação ao pórtico utilizado para expor os 
conceitos apresentados, que os resultados gerados por este são muito pouco precisos, ficando muito 
aquém dos valores teóricos.   
Fisicamente percebeu-se que cada um destes métodos assenta no pressuposto de que na vizinhança das 
frequências de ressonância o funcionamento da estrutura pode ser simulado através de um oscilador de 
um grau de liberdade com a mesma frequência 𝑓𝑖 e coeficiente de amortecimento modal 𝜉𝑖 do modo 
ressonante.  
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4 
ENSAIO DE VIBRAÇÃO AMBIENTAL –  
PONTE RODOVIÁRIA NA FOZ DO TUA 
 
 
4.1 INTRODUÇÃO 
O presente capítulo tem como objetivo a aplicação a um caso prático de toda a teoria apresentada no 
capítulo anterior, no qual, foram expostos os ensaios que permitem medir a resposta da estrutura sobre 
a forma de séries temporais, que possibilitam, aplicando um dos dois métodos de identificação modal 
descritos, estimar os parâmetros modais da estrutura.  
Na primeira secção deste capítulo é feita uma breve apresentação da história da ponte rodoviária na Foz 
do Tua, explicando-se primeiramente os fatores que motivaram a sua construção fazendo-se 
seguidamente a descrição das suas principais características estruturais. É também dada algum foco, às 
obras de construção da barragem de Foz Tua que justificam a implementação do sistema de 
monitorização em estudo.  
Na secção seguinte é descrito o ensaio de vibração ambiental realizado na ponte e é efetuada uma breve 
análise da informação recolhida. São então apresentadas a rotinas desenvolvidas em Matlab que 
permitem de uma maneira automática, implementar os métodos de identificação modal apresentados no 
capítulo anterior.  
Finalmente, fecha-se este capítulo com a implementação das rotinas desenvolvidas às séries temporais 
obtidas durante o ensaio de vibração ambiental, realizando-se assim a caracterização dinâmica da ponte 
rodoviária na Foz do Tua. 
 
4.2 CARATERIZAÇÃO DA PONTE RODOVIÁRIA NA FOZ DO TUA  
A necessidade de construção desta ponte surge devido á grande falta de acessos que ligassem as 
povoações existentes nas duas margens do rio Tua, sendo que, na altura, o meio de atravessamento mais 
próximo encontrava-se em Mirandela a cerca de 60 Km da foz deste rio. 
Os primeiros estudos acontecem em 1888, resultando no projeto, idealizado pelo engenheiro Von Haffe, 
de uma ponte metálica com 44.0 m de vão situada um pouco mais a montante da localização da atual 
ponte. Deste primeiro projeto nada é executado, procedendo-se em 1917 à sua revisão, que fica a cargo 
do engenheiro Bryne Pereira. Desta revisão resulta o projeto de uma ponte no mesmo local anteriormente 
escolhido, constituída por um tramo metálico de 61m, apoiado em dois pilares fundados no leito do rio 
a que se seguiriam 3 arcos de alvenaria com 10m de vão. Com esta revisão não se dá qualquer alteração 
à diretriz da estrada anteriormente definida. 
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Em 1933 é iniciado pela Junta Autónoma de Estradas um novo estudo dos troços de estrada que iriam 
atravessar esta zona, com vista a eliminar a necessidade de construção de uma grande extensão de muros 
de suporte na margem direita do rio Douro. É escolhida então uma nova localização para a ponte, situada 
a cerca de 35m a jusante do local escolhido por Van Haffe, tornando-se esta a localização definitiva 
[19]. A autoria deste projeto é atribuída à Junta Autónoma de Estradas e foi assinado pelo Engenheiro 
Barbosa Carmona com o contributo do Professor Engenheiro Edgar Cardoso.  
Em 1940, data de inauguração da ponte, o troço de estrada que atravessava esta ponte detinha um 
carácter de alguma importância sendo uma das vias principais desta região. No entanto com a 
proliferação das Auto Estradas e outras vias de grande qualidade nesta zona, a importância desta estrada 
foi diminuindo, não passando atualmente de uma via meramente regional. 
 
Figura 4.1 – Ponte na Foz do Tua – Esquema estrutural. [20] 
 
Relativamente às características estruturais da ponte, podemos observar pela análise da Figura 4.1, que 
esta é constituída por um arco de betão simples, com um vão de 78m e uma flecha de 20m, sendo descrito 
por uma parábola de 5º grau com a seguinte equação: 
𝑦 = 0.00927568495𝑥2 + 0.00013232415𝑥3 − 0.00000280941𝑥4 + 0.0000000723144𝑥5 
Ao longo do seu desenvolvimento o arco apresenta uma largura variável, começando com 7.3m na base 
diminuindo até aos 6.3m no topo. A altura da secção também é variável, sendo igual a 2.4m na nascente 
e 1.2 no fecho. 
Sobre o arco encontram-se 14 pilares encastrados, 7 de cada lado espaçados de aproximadamente 4.5m. 
Focando-se no lado esquerdo, os pilares p1E a p4E são formados por dois elementos gémeos de betão 
ligados no seu topo por uma viga transversal. Já os pilares p5E a p7E são constituídos por um único 
elemento maciço. A ligação ao tabuleiro é feira através de rótulas de betão, para os pilares p1E a p5E,e 
aparelhos de apoio moveis para os pilares p6E a p7E, sendo estas simétricas relativamente aos dois lados 
da ponte.  
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Para além dos pilares descritos, existem também 4 pilastras sob o tabuleiro. P1 e P2 partem da nascente 
do arco e são constituídos por um único elemento maciço. As pilastras P3 e P4, à semelhança dos pilares 
p1E a p4E, são formados por dois elementos ligados no seu topo por uma viga transversal. 
O tabuleiro está dividido em 7 parcelas, as parcelas extremas T1,T2,T3 e T4, apresentam um 
comprimento de aproximadamente 12m, e encontram-se simplesmente apoiadas entre os encontros e as 
pilastras. As parcelas internas, ou seja, sobre o arco, TE, TC e TD têm um comprimento de cerca 9m. 
Como se pode ver na Figura 4.1, a secção transversal do tabuleiro consiste numa laje de betão armado 
apoiada em 4 vigas longitudinais (V1 a V4) e duas vigas de bordo (VB). As vigas longitudinais 
apresentam uma secção retangular com 0.40m de largura e uma altura que varia consoante a parcela do 
tabuleiro. Para as parcelas fora do arco (T1 a T4) a altura da secção é de aproximadamente 1m, nas 
restantes (TE, TC e TD) as vigas V1 e V4 têm uma altura de 0.8m e as vigas V2 e V3 de 0.6m.  
Em 2007 a ponte foi sujeita a uma série de trabalhos de reabilitação motivados pelo mau estado de 
conservação em que a ponte se encontrava. 
 
 
Figura 4.2 – Trabalhos de reabilitação [21] 
 
Nessa reabilitação em termos muitos gerais foram realizados as seguintes tarefas [20]: 
 Reforço das lajes e vigas dos tabuleiros. 
 Substituição dos passeios e guardas. 
 Reparação das zonas de betão degradado e de armaduras com sinais de corrosão. 
 Substituição de aparelhos de apoio e juntas de dilatação. 
 Injeção de fissuras e reparação de superfícies de betão e argamassas de reboco. 
Atualmente as redondezas da ponte encontram-se bastante transfiguradas devido à construção da 
barragem de Foz Tua por parte da EDP. Esta barragem contará com uma altura de 108 m e ficará 
localizada a aproximadamente 500m da ponte em estudo, estando previsto a sua entrada em 
funcionamento para o fim do ano de 2015.   
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Desta construção nasce a necessidade de implementação do sistema de monitorização em estudo, pois, 
a ela estarão associadas diversas demolições nas encostas do rio Tua assim como um rebaixamento da 
cota do leito do rio e a escavação dos tuneis que farão a recolha e reposição da água utilizada. Estas 
tarefas serão realizadas através de explosivos, sendo importante garantir que não existe nenhum impacto 
negativo nas estruturas presentes nas proximidades. 
De maneira a manter em constante observação a integridade estrutural da ponte, é solicitado pelo 
Consórcio Construtor da Barragem de Foz Tua, ACE, ao Laboratório de Vibrações e Monitorização de 
Estruturas (VIBEST) da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto (FEUP) a instalação de um 
sistema que permitisse detetar qualquer dano estrutural significativo que a ponte pudesse sofrer.  
Nascendo dessa vontade a instalação do sistema de monitorização em estudo na presente tese.  
 
 
Figura 4.3 – Obras associadas à construção da barragem. 
 
De maneira a realizar a correta implementação desse sistema de monitorização foi necessário realizar 
um ensaio de vibração ambiental que permitisse conhecer os parâmetros modais da estrutura. Esse 
ensaio é descrito na secção seguinte. 
 
4.3 DESCRIÇÃO DO ENSAIO DE VIBRAÇÃO AMBIENTAL  
O ensaio sobre a ponte em estudo foi realizado no dia 15 de Junho de 2012 por engenheiros do ViBest 
[22]. As medições da resposta da ponte foram realizadas por cinco sismógrafos Figura 4.4, munidos de 
acelerómetros de tipo “force balance” e conversores analógicos digitais de 24 bits. [22]. 
Cada um destes sismógrafos funciona de maneira independente garantindo-se a sua alimentação através 
de baterias internas. Toda a informação recolhida é armazenada em unidades de memória interna sendo 
posteriormente descarregada para um computador portátil, responsável também por gerir a duração de 
cada período de aquisição de dados e por definir a hora de início de cada ensaio. Centralizando-se assim 
toda a informação recolhida num único dispositivo. A sincronização dos relógios internos de cada 
sismógrafo é assegurada por unidades GPS, garantindo assim que todos os sismógrafos iniciam o ensaio 
em simultâneo. 
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Foram definidos 11 setups distintos, medindo-se em cada um 5 pontos com dois de referência, ambos 
situados do lado jusante da ponte (Tabela 4.1 e Figura 4.5) 
Cada setup foi medido por um período de 16 minutos com uma frequência de amostragem de 100 Hz 
resultando em séries temporais com 96000 pontos. Foram registadas acelerações segundo três direções 
ortogonais (vertical, lateral e longitudinal).  
De maneira a caracterizar eventuais modos de torção foram medidos pontos situados tanto no lado 
montante como jusante, realizando-se um número superior de medições a jusante. 
 
 
Figura 4.4 – Fotografia do ensaio – Setup 4 
 
Tabela 4.1 – Pontos instrumentados em cada setup 
 
Na figura seguinte apresenta-se dois esquemas do ensaio realizado. Um com a vista em alçado da ponte 
e outro em planta. Com a vista em alçado é possível observar os 19 pontos instrumentados a jusante. Já 
na vista em planta observam-se também os 16 pontos medidos a montante perfazendo assim um total de 
35 pontos distintos. Na Tabela 4.1 faz-se a correspondência entre cada um dos pontos e o setup 
correspondente.  
Estação S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 S11 
1 1 3 24 8 10 12 14 16 18 30 20 
2 2 4 6 9 11 13 15 17 19 32 22 
3 21 23 26 27 28 29 31 33 35 34 25 
4 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 
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Figura 4.5 - Pontos instrumentados em cada setup. 
 
Os pontos a vermelho, ponto 5 e 7, representam os pontos de referência.  
Graças às medições realizadas, foram obtidas as séries temporais das acelerações para os diversos 
pontos, resultando em 11x5= 55 séries. Na Figura 4.6 apresenta-se, a título exemplificativo, uma dessas 
séries para o ponto 7 durante o setup 9.  
 
 
Figura 4.6 - Série temporal da aceleração vertical 
 
4.4 ROTINAS DESENVOLVIDAS EM MATLAB  
Com o objetivo de automatizar a identificação das frequências naturais a partir da informação colhida 
do ensaio de vibração ambiental recorrendo ao método de seleção de picos e ao método de decomposição 
no domínio da frequência, foram desenvolvidos em MatLab uma série de rotinas que realizam cada um 
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dos passos dos dois métodos automaticamente. Devolvendo no final do processo, o espectro 
normalizado médio (ANPSD) e o espectro de valores singulares médio normalizado. 
Para as configurações modais é devolvida uma matriz relacionando cada ponto instrumentado com a 
ordenada modal correspondente. Essa matriz é posteriormente extraída para Excel onde se realiza o 
traçado de cada modo.  
 
Rotina 1 – Método de Welch 
Na base destes processos está o método de Welch, que permite a obtenção das funções de densidade 
espectral da resposta em aceleração da estrutura, que foi programado da seguinte maneira: 
1. Input: séries temporais X e Y. No caso de auto espectros Y=X. 
2. Escolha do tamanho de cada segmento em que a série será dividida.  
3. Escolha da janela temporal a utilizar (ex. Hanning) e respetiva sobreposição. 
4. Eliminação de tendências das séries temporais, através da realização de um ajuste linear 
conseguido com a função MatLab – detrend. 
5. Produto entre cada segmento e a janela temporal. 
6. Utilização da transformada rápida de Fourier a cada um dos produtos provenientes do ponto 
anterior através da função existente no MatLab denominada fft. 
7. Armazenar o vetor criado em 6. numa nova variável. 
8.  Repetição dos passos 5 a 7 para todos os segmentos. 
9. Cálculo da média de todos os segmentos. 
10. Output: espetro cruzado/auto espetro das séries temporais introduzidas.  
 
Rotina 2 - Método de seleção de picos - ANPSD 
 A partir da rotina anterior o ANPSD é obtido da seguinte maneira: 
1. Input: direção pretendida – Vertical ou Transversal; Séries temporais.  
2. Utilização da rotina 1 para cálculo dos auto espectros normalizado de cada série temporal 
3. Média de todos os autos espetros normalizados – ANPSD. 
4. Output: representação gráfica da evolução do ANPSD ao longo da frequência. 
 
Rotina 3 – Método de seleção de picos - Configurações modais  
Uma vez identificados os picos de amplitude na representação gráfica do ANPSD  
1. Input: frequência ressonante 𝑓𝑖; estação de referência; direção pretendida – Vertical ou 
Transversal; Séries temporais.  
2. Criação dos espectros cruzados, utilizando a rotina 1, entre a série temporal de cada ponto 
instrumentado e a série temporal do ponto de referência do mesmo setup. 
3. Identificação, para cada espectro criado, da ordenada correspondente à frequência introduzida. 
4. Determinação da função de transferência para cada ponto instrumentado. 
5. Output: ordenadas modais a partir da amplitude das funções de transferência e respetiva fase, 
fazendo a correspondência direta a cada ponto.  
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Rotina 4 – FDD – Decomposição em valores singulares 
1.  Input: direção pretendida – Vertical ou Transversal; Séries temporais.  
2. Criação de matrizes 3D com dimensão (𝑚, 𝑛, 𝑧) sendo (𝑚, 𝑛) a matriz de densidade espetral 
avaliada na frequência 𝑧. 
3. Decomposição de cada matriz (𝑚, 𝑛) em valores singulares. 
4. Output: representação gráfica da evolução de cada valor singular com a frequência.  
 
Rotina 5 – FDD – Configurações modais 
1. Input: frequência ressonante 𝑓𝑖; direção pretendida – Vertical ou Transversal; Séries temporais. 
2. Criação de matrizes 3D com dimensão (𝑚, 𝑛, 𝑧) sendo (𝑚, 𝑛) a matriz de densidade espetral 
avaliada na frequência 𝑧 = 𝑓𝑖. 
3. Seleção da matriz (𝑚, 𝑛) correspondente a 𝑧 = 𝑓𝑖. 
4. Decomposição da matriz anterior em valores singulares. 
5. Correspondência de cada elemento da primeira coluna do vetor 𝑈 aos pontos instrumentados. 
6. Output: ordenadas modais a partir da amplitude dos elementos obtidos em 5. e respetiva fase. 
 
4.5 RESULTADOS OBTIDOS 
Com as séries temporais obtidas e recorrendo à rotina 3, foi possível estimar as frequências naturais da 
estrutura. Para tal calculou-se espectro normalizado médio (ANPSD) dividindo cada série em 4096 
pontos, com uma sobreposição de 50% e adotando a janela de Hanning. Assim identificou-se, 
manualmente, os picos existentes. 
O ANPSD obtido para a direção vertical encontram-se na Figura 4.7. Como se pode verificar, foram 
identificadas 4 picos que correspondem a boas estimativas das frequências naturais para a direção 
vertical. 
 
 
Figura 4.7 – ANPSD – Direção Vertical 
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As configurações modais associadas aos picos identificados na figura anterior encontram-se 
representadas nas figuras seguintes. A azul encontram-se as configurações modais associadas a 
medições realizadas no lado de jusante enquanto a laranja representam-se as medições a montante.  
 
 
Figura 4.8 – Primeiro modo de vibração vertical; F=2,22 Hz 
 
 
Figura 4.9 – Segundo modo de vibração vertical; F=3,54 Hz 
 
 
Figura 4.10– Terceiro modo de vibração vertical; F=5,96 Hz 
 
 
Figura 4.11 – Quarto modo de vibração vertical; F=8,28 Hz 
Relativamente à direção lateral apresenta-se na Figura 4.12 o ANPSD obtido, juntamento com os picos 
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Figura 4.12 - ANPSD – Direção Lateral 
 
Nas figuras seguintes observam-se as configurações modais obtidas, seguindo a mesma nomenclatura 
de cores utilizada para a direção vertical. 
 
 
Figura 4.13 - Primeiro modo de vibração horizontal; F=2,32 Hz 
 
 
Figura 4.14 - Segundo modo de vibração horizontal; F=4,98 Hz 
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Figura 4.15 - Terceiro modo de vibração horizontal; F=6,37 Hz 
 
Em alternativa ao método de seleção de picos é agora utlizada o método de decomposição no domínio 
da frequência em busca da obtenção de resultados semelhantes aos anteriores. 
Como desenvolvido na secção 3.6 o primeiro passo do FDD é a construção da matriz da matriz de 
densidade espectral da resposta para cada um dos setups medidos. Nesta aplicação do método decidiu-
se organizar essa matriz com uma linha por cada grau de liberdade medido e uma coluna por cada grau 
de liberdade de referência.  
Daí resultou um conjunto de matrizes avaliadas para a frequência 𝑓𝑖, constituídas por dez linhas (5 pontos 
com duas direções medidas cada - vertical e transversal) e 4 colunas (2 pontos de referência com duas 
direções cada - vertical e transversal) para as quais foram obtidos cada um dos valores singulares. Os 
elementos destas matrizes foram estimados dividindo as séries temporais em segmentos de 2048 pontos, 
considerando uma sobreposição de 66% e adotando uma janela de Hanning.  
Na figura seguinte são apresentadas as médias dos dois primeiros valores singulares normalizados para 
todos os setups.  
 
 
Figura 4.16 – Valores singulares médios normalizados. 
 
Como se verifica foi possível identificar seis das sete frequências identificadas com o método de seleção 
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de ambas as direções numa única matriz, não é possível identificar a terceira frequência transversal. É 
também provável que durante a realização do ensaio as excitações ambientais não tenham sido 
suficientes para excitar este modo de vibração, algo também visível no ANPSD da Figura 4.12 em que 
é percetível a má definição do pico correspondente a essa frequência.  
Na tabela seguinte apresentam-se os resultados obtidos com cada um dos métodos sendo possível 
constatar que as diferenças entre os dois métodos são mínimas.  
 
Tabela 4.2 – Frequências naturais estimadas – PP vs FDD 
Direção Frequência PP (Hz) FDD (Hz) Diferença (%) 
Vertical 
1 2,22 2,25 1,26 
2 3,54 3,52 -0,56 
3 5,96 5,96 0,00 
4 8,28 8,25 -0,36 
Transversal 
1 2,32 2,30 -0,86 
2 4,98 4,98 0,00 
3 6,37 - - 
 
Na introdução teórica do FDD realçou-se a especial capacidade do método para identificar as 
frequências que se encontrem próximas umas das outras, na Figura 4.16 essa capacidade fica 
evidenciada, conseguindo-se identificar as duas primeiras frequências vertical e transversal que se 
encontram espaçadas de apenas 0.05 Hz.  
As configurações modais foram estimadas para o lado de jusante a partir da primeira coluna da matriz 
𝑈, fazendo-se a correspondência a cada um dos pontos instrumentados. Nas figuras seguintes apresenta-
se, a título exemplificativo, a configuração modal encontrada para a primeira frequência vertical e para 
segunda frequência transversal, fazendo-se a comparação com os resultados provenientes do método de 
seleção de picos. Como se verifica os resultados obtidos diferem em cada uma dos métodos, sendo no 
entanto, a forma geral bastante semelhante. 
 
 
Figura 4.17 - Configuração modal encontrada para a primeira frequência vertical – PP (azul) vs FDD (verde) 
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Figura 4.18 - Configuração modal encontrada para a segunda frequência transversal – PP (azul) vs FDD (verde) 
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5 
MONITORIZAÇÃO DINÂMICA 
 
 
5.1 INTRODUÇÃO 
Como já referido, aquando do início da construção da barragem da Foz do Tua, foi solicitado pelo 
Consórcio Construtor da Barragem de Foz Tua, ACE, ao Laboratório de Vibrações e Monitorização de 
Estruturas (VIBEST) da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto (FEUP) que instalasse um 
sistema de monitorização na ponte rodoviária da Foz do Tua, presente nas redondezas da futura 
barragem. Este sistema tem como objetivo permitir a recolha da evolução temporal de propriedades 
dinâmicas da estrutura, que posteriormente poderão permitir a deteção de danos estruturais sofridos pela 
ponte [23]. 
O sistema é constituído pelos seguintes elementos: 
 Acelerómetros 
 Sensores de Temperatura 
 Digitalizador 
 Processador de campo 
 Equipamento de transmissão de dados 
Neste capítulo cada um destes elementos será descrito, fazendo-se referência tanto à sua função, como 
localização escolhida.   
Uma vez descrito o equipamento dar-se-á algum foco ao software de gestão de toda a informação 
recolhida pelo sistema de monitorização. 
Seguidamente serão analisados os dados recolhidos pelo sistema durante o período de um ano, fechando-
se o capítulo com o tratamento desses dados, com vista à remoção dos efeitos externos. 
 
5.2 DESCRIÇÃO DO SISTEMA INSTALADO. 
 Acelerómetros 
Graças ao ensaio de vibração ambiental, foi possível identificar as principais frequências naturais da 
estrutura assim como os correspondentes modos de vibração. Utilizando essa informação, foram 
colocados em cada um dos pontos S1, S2 e S3, representados na Figura 5.1, dois acelerómetros. Um 
orientado segundo a vertical, permitindo caracterizar os modos de flexão vertical, e outro segundo a 
horizontal, permitindo caracterizar os modos de flexão horizontais. Resultando assim num total de 6 
acelerómetros. 
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Figura 5.1 - Localização dos acelerómetros 
 
Foram escolhidos acelerómetros force balance. Estes sensores, devido às suas características, permitem 
medir uma vasta gama de frequências, permitindo caraterizar a resposta da estrutura, tanto em momentos 
de elevada solicitação, como sismos e grandes tempestades, assim como, momentos mais sossegados, 
em que os níveis de aceleração registados são mínimos. 
De notar que, analisando a Figura 5.1, observa-se que os sensores se encontram do lado de Alijó, 
devendo-se ao simples facto de haver uma maior facilidade de acesso ao fornecimento de eletricidade 
nessa margem do rio. 
Nas imagens seguintes, podem observar-se alguns detalhes da localização de cada sensor. 
 
Secção S1 - extremidade superior (ao nível das vigas) do montante que faz a ligação entre o tabuleiro e 
o arco (Figura 5.2) 
 
 
Figura 5.2 – Detalhe da localização dos sensores S1 
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Secção S2 – no topo (por cima do apoio) do montante que faz a ligação entre tabuleiro e arco (Figura 
5.3) 
 
Figura 5.3 - Detalhe da localização dos sensores S2 
 
Secção S3 – na ligação entre o topo do arco e o tabuleiro (Figura 5.4) 
 
Figura 5.4 - Detalhe da localização dos sensores S3 
 
Sensores de Temperatura 
De maneira a avaliar a variação da temperatura da estrutura ao longo do tempo, foram embutidos no 
betão 4 sensores, do tipo Pt1000. 
 
 
Figura 5.5 - Sensores de temperatura Pt100 
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Na Figura 5.6 pode observar-se o local em que cada sensor foi colocado. Verifica-se então que, foram 
colocados dois sensores nas vigas extremas do tabuleiro e outros dois no montante. 
 
Figura 5.6 – Localização dos sensores de temperatura. 
 
Estes sensores de temperatura desempenham um papel fulcral no processo de monitorização, uma vez 
que, através das suas medições, será possível retirar o efeito da temperatura das frequências registadas.  
 
 
Figura 5.7 – Detalhe da localização dos sensores de temperatura. 
 
Digitalizador.  
A informação recolhida, por parte dos acelerómetros e sensores de temperatura, em forma de sinais 
elétricos, é convertida para sinais numéricos, por um digitalizador. 
Este digitalizador apresenta uma grande robustez tornando-se adequado a ambientes de obra. A ele 
foram ligados os acelerómetros, através dos seus 6 canais dinâmicos, configurados para amostrar a uma 
taxa de 50Hz, e os sensores de temperatura, ligados aos 8 canais estáticos, com uma taxa de amostragem 
de 1Hz. 
A passagem do sinal elétrico para um numérico corresponde á passagem de um sinal continua para um 
discreto correspondendo o inverso da frequência de amostragem à distância temporal entre cada valor 
extraído do sinal continuo. Resultando em 0,02s para os acelerómetros e 1s para os sensores de 
temperatura.  
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Processador de Campo. 
Os dados processados pelo digitalizador, são recebidos pelo processador de campo, e transformados em 
ficheiros de texto. Estes ficheiros são ciados de meia em meia hora, contendo as leituras dos 
acelerómetros e dos sensores de temperatura. 
Por fim, todos os ficheiros de texto criados são transferidos para a FEUP, através de uma ligação 3G, 
garantida por um modem. 
Todo este equipamento, à exceção dos acelerómetros e dos sensores de temperatura, é mantido no posto 
de observação, que nada mais é, que um armário que protege o equipamento que alberga.  
Para além do digitalizador, do processador de campo e do equipamento de transmissão de dados, o posto 
de observação também conta com uma bateria e uma antena GPS. A primeira garante energia ao sistema 
em caso de eventual falha. A antena GPS está ligada ao digitalizador, de maneira a garantir que o relógio 
deste se encontra sempre correto. 
 
 
Figura 5.8 - Posto de Observação 
 
5.3 PROCESSAMENTO DOS DADOS – DYNAMO. 
De maneira a processar toda a informação recolhida pelo sistema de monitorização foi desenvolvido por 
[24] um software denominado DynaMo baseado em MatLab, que permite a gestão praticamente 
autónoma de diversos sistemas de monitorização em simultâneo, encontrando-se atualmente 
implementado em múltiplas estruturas, sendo a ponte rodoviária de Foz Tua uma delas. 
Este software tem como grande objetivo a recolha de toda a informação adquirida pelos sensores  
implementados na ponte, fazendo autonomamente o seu tratamento e apresentando no final do processo 
todos os resultados obtidos. 
A sucessão de tarefas realizada pelo software é a seguinte: 
 Download a cada 30 minutos do ficheiro de texto mais recente criado pelo processador de 
campo. 
 Comprimir e arquivar os ficheiros adquiridos. 
 Aplicação de filtros que permitem remover a gama de frequências que não interessa analisar. 
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 Identificação dos valores máximos e dos valores eficazes (root mean square) permitindo 
caracterizar a amplitude do sinal. 
 Processamento de três algoritmos distintos de identificação modal escolhendo o que apresenta 
melhores resultados: um método não paramétrico no domínio da frequência (FDD), um método 
paramétrico no domínio do tempo (SSI-COV) e um método paramétrico no domínio da 
frequência (p-LSCF). 
Após a realização destes passos o software apresenta de forma contínua a variação das principais 
características dinâmicas da estrutura, permitindo a identificação de variações que deverão ser 
analisadas posteriormente uma vez que poderão indicar a existência de dano estrutural. 
No ponto seguinte são analisados alguns dos resultados extraídos do DynaMo. 
 
5.4 RESULTADOS OBTIDOS. 
O sistema de monitorização descrito entrou em funcionamento dia 3 de Dezembro de 2011, o que 
permitiu a obtenção de uma base de dados bastante grande. Na análise feita neste capítulo serão 
utilizados os dados recolhidos no período compreendido entre 3 de Dezembro de 2011 e 3 de Dezembro 
de 2012, o correspondente a um ano de registos.  
Durante esse período o sistema funcionou em contínuo registando-se um único intervalo, compreendidos 
entre 31 de Agosto de 2012 e 11 de Setembro de 2012, de falha relevante.  
Na Tabela 5.1 encontram-se as acelerações máximas registadas para o período em análise. Verifica-se 
que a aceleração máxima foi registada para a direção vertical na secção S3, atingindo um valor de 
28.5mg. Para a direção horizontal registou-se uma aceleração máxima de 13.8mg.  
Uma vez que a estrutura instrumentada se trata de uma ponte, não é de maneira nenhuma surpreendente 
que as acelerações máximas surjam na direção vertical uma vez que a maioria das cargas atua nessa 
direção.  
 
Tabela 5.1 - Acelerações máximas. 
Secção 
S1 
Transversal 
S1 
Vertical 
S2 
Transversal 
S2 
Vertical 
S3 
Transversal 
S3 
Vertical 
Aceleração 
(mg) 
6.3 11.7 11.3 19.2 13.8 28.5 
 
Outra análise de interesse é a comparação entre registos dentro do mesmo dia mas a horas distintas. 
Apresenta-se na Figura 5.9 a comparação entre as acelerações medidas pelo sensor na secção S3 às 2:00 
da manhã e às 9:00h do dia 3 de Dezembro de 2011. Naturalmente existe uma grande diferença entre os 
dois, justificável pela diferença de intensidade de tráfego rodoviário entre as duas horas pois às 9:00h a 
utilização da ponte é bastante elevada, enquanto às 2:00h, a ponte é muito pouco utilizada.  
É também novamente possível analisar a diferença entre as acelerações obtidas para a direção vertical e 
para a direção transversal, constatando-se que os picos obtidos para a direção vertical são muito mais 
acentuados do que aqueles obtidos para a direção transversal.  
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Figura 5.9 - Comparação entre acelerações – Noite vs Dia – Vertical – azul, transversal - verde 
 
Passando agora à análise da comparação entre horas do mesmo dia para a comparação entre dias distintos 
da mesma semana, apresenta-se na Figura 5.10, os registos das acelerações máximas obtidas para a 
semana compreendida entre os dias 7 e 14 de Maio de 2012. 
 
 
Figura 5.10 - Acelerações máximas registadas para a semana dos dias 7 a 14 de Maio de 2012. 
 
Na figura é perfeitamente visível a diferença já referida entre o ciclo dia e noite, assim como a diferença 
entre dias da semana, dias em que a ponte é bastante utilizada em percursos diários da vida da população 
e por veículos associados à construção da barragem, e dias de fim-de-semana, em que esses percursos 
não são utilizados com tanta frequência.  
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Na Figura 5.11 encontram-se os registos obtidos pelos quatro sensores de temperatura instalados para o 
período toral (3 de Dezembro de 2011 a 3 de Dezembro de 2012). Como se pode verificar só o sensor 
de temperatura T2 demonstrou um bom comportamento registando a temperatura para todo o período 
de análise. Os restantes sensores, devido a diversos problemas técnicos, entretanto resolvidos, não 
devolveram valores válidos, para todo o período em análise. Como tal nos estudos seguintes só os 
registos obtidos pelo sensor T2 poderão ser utilizados.  
 
 
Figura 5.11 - Temperatura registada pelos quatro sensores (3 de Dezembro de 2011 a 3 de Dezembro de 2012). 
 
Por último faz-se a análise, ao nível das frequências obtidas para o período total em análise. Foi possível 
identificar 7 frequências naturais distintas que se encontram em concordância com as identificadas no 
ensaio de vibração ambiental. Na Figura 5.12 apresenta-se a evolução temporal dessas frequências, 
sendo possível, em correspondência com a terceira coluna da Tabela 5.2 verificar a existência de grandes 
variações que em alguns casos, atingem valores superiores a 1Hz. Estas variações são com certeza 
motivadas por efeitos externos, e não por dano estrutural, sendo este efeito alvo de estudo na secção 5.6. 
 
Tabela 5.2 – Frequências naturais identificadas 
Frequência Direção Intervalo (Hz) 
1 Vertical 1.8-2.24 
2 Transversal 2.16-2.39 
3 Vertical 3.29 -3.72 
4 Transversal 4.26-5.25 
5 Transversal 5.51-7.14 
6 Vertical 5.51-6.29 
7 Vertical 7.88-8.55 
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Figura 5.12 – Evolução temporal das frequências identificadas 
 
Importa comparar os intervalos da Tabela 5.2 com os valores estimados a partir do ensaio de vibração 
ambiental. Percebe-se que estes se encontram dentro dos limites encontrados, verificando-se que umas 
frequências se encontram perto do limite inferior e outros mais próximos do limite superior.  
Na altura da apresentação do EVA referiu-se que o ensaio foi realizado a 15 de Junho, altura em que, 
como se pode verificar na Figura 5.12, as frequências começam a apresentar flutuações mais acentuadas. 
Este facto será importante para as analises a realizar no capítulo seguinte.   
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5.5 VALIDAÇÃO DOS RESULTADOS. 
Será agora interessante fazer uma pequena verificação aos resultados obtidos utilizando novamente o 
método de decomposição no domínio da frequência. A verificação será feita sobre as primeiras 6h do 
dia 3 de Dezembro de 2011, ou seja no primeiro dia de funcionamento do sistema. Dar-se-á novamente 
uso às rotinas Matlab criadas no capítulo 3 aquando da identificação dos parâmetros modais a partir do 
ensaio de vibração ambiental. 
Com a implementação dessas rotinas foi possível obter os resultados presentes na tabela seguinte, 
agrupando-se, para cada hora, os valores estimados pelo DynaMo na primeira linha e o a verificação 
realizada na segunda: 
 
Tabela 5.3 – Validação aos resultados provenientes do sistema de monitorização;  
 
Frequência 
F1v F1h F2v F2h F3h F3v F4v 
H
o
ra
 
00:00h 
1,937 2,274 3,590 4,591 5,981 5,903 8,385 
1,959 2,289 3,595 4,547 5,804 6,066 8,405 
00:30h 
1,887 2,262 3,691 4,512 5,911 5,788 8,319 
1,919 2,289 3,583 4,486 5,927 5,963 8,374 
01:00h 
NaN 2,249 3,592 4,534 6,019 6,109 8,286 
1,978 2,277 3,595 4,602 6,177 6,036 8,417 
01:30h 
1,948 2,289 3,552 4,547 5,963 NaN 8,409 
1,971 2,283 3,564 4,449 5,774 6,030 8,405 
02:00h 
1,962 2,293 3,587 4,728 5,973 NaN NaN 
1,984 2,295 3,595 4,724 5,389 6,006 8,435 
02:30h 
NaN 2,327 3,587 4,734 NaN NaN 8,408 
1,996 2,313 3,589 4,779 6,274 5,945 8,429 
03:00h 
1,921 2,277 3,573 4,417 6,020 5,813 8,250 
1,929 2,271 3,601 4,364 5,762 6,006 8,344 
03:30h 
NaN 2,283 3,577 4,491 5,936 NaN 8,481 
1,965 2,283 3,625 4,602 ~ 5,951 8,453 
04:00h 
NaN 2,289 3,566 4,548 6,013 6,049 8,334 
1,971 2,295 3,583 4,486 6,024 6,024 8,350 
04:30h 
1,975 2,299 3,562 4,621 NaN 6,037 8,376 
1,984 2,289 3,571 4,596 ~ 5,975 8,234 
05:00h 
1,946 2,272 3,415 4,503 NaN 5,743 8,266 
1,965 2,277 3,430 4,498 5,939 5,878 8,185 
05:30h 
NaN 2,287 3,557 4,624 NaN NaN 8,321 
1,947 2,289 3,564 4,614 6,158 6,055 8,301 
06:00h 
1,946 2,264 3,586 4,568 5,988 5,992 NaN 
1,953 2,258 3,583 4,510 6,085 5,988 8,362 
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Como se pode verificar só não foi possível identificar dois picos de frequência, realçados com ”~”, 
ambos pertencentes à terceira frequência lateral, sendo o primeiro para as 3:30h e o segundo para as 
4:30h. As restantes frequências foram todas identificadas corretamente verificando-se, como seria 
expectável, uma grande semelhança face aos valores provenientes do sistema de monitorização.  
Constata-se também a existência de valores identificados com “NaN” (Not a Number). Esta sigla é 
atribuída, automaticamente pelo MatLab, às frequências cujo DynaMo, por algum motivo, não foi capaz 
de identificar.   
Relativamente aos modos de vibração, e ao contrário dos modos identificados a partir das medições 
provenientes do ensaio de vibração ambiental em que foi possível identificar 19 pontos para cada modo, 
nesta verificação só será possível identificar 3 ordenadas, uma vez que só se encontram instrumentados 
3 pontos.  
Não é esperada uma correspondência perfeita entre as ordenadas modais obtidas por cada um dos meios, 
uma vez que as séries temporais foram obtidas em alturas totalmente diferentes acrescentando ao facto, 
de a localização dos pontos instrumentados não ser exatamente a mesma. Porém, a sobreposição de 
ambas as estimativas demonstra a existência de uma grande coerência. As quatro figuras seguintes 
apresentam essa comparação para os dois primeiros modos de cada direção. 
. 
 
 
 
Figura 5.13 - Ordenadas modais obtidas através dos resultados do sistema de monitorização. 
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5.6 ANÁLISE DAS VARIAÇÕES DAS FREQUÊNCIAS  
Como descrito anteriormente, o sistema de monitorização instalado na ponte em estudo, poderá permitir 
a deteção de dano estrutural através da identificação de variações das suas características modais, 
nomeadamente variações nas suas frequências naturais. 
No entanto, é necessário ter em conta que toda e qualquer estrutura está sujeita a alterações das condições 
ambientais e operacionais (temperatura, humidade, vento, tráfego, etc.), que poderão provocar mudanças 
nos parâmetros dinâmicos a serem detetados e mascarar possíveis danos estruturais. Ou seja, alterações 
externas, em nada relacionadas com danos sofridos pela estrutura poderão causar alarmes falsos, 
afetando assim toda a fiabilidade do sistema. 
 
 
Figura 5.14 - Frequências e Temperatura (3 de Dezembro de 2011 a 3 de Dezembro de 2012). 
 
Na figura acima apresentada procura-se fazer uma comparação entre a evolução temporal da temperatura 
e a evolução das frequências. É perfeitamente notório que com o aumento da temperatura as frequências 
começam apresentar algumas flutuações, tomando estas flutuações formas distintas consoante a 
frequência.  
Estas flutuações têm sido vastamente analisadas referindo-se por exemplo os estudos realizados por [25] 
onde foram concretizados uma série de ensaios sobre duas placas geometricamente iguais que 
apresentavam condições de apoio distintas, uma estava livre e a outra encastrada. A estas placas foram 
induzidas vibrações através de um vibrador eletrodinâmico registando-se a sua resposta, juntamente com 
a variação da temperatura e da humidade. Pela análise dos resultados obtidos foi concluído que o efeito 
que a temperatura tem sobre o módulo de elasticidade do material, provocando a sua diminuição, tem 
um efeito direto na rigidez da placa, provocando uma diminuição das frequências naturais medidas.  
De maneira a permitir uma melhor visualização das flutuações verificadas isolou-se na Figura 5.15 a 
evolução com a temperatura da quinta e da sétima frequência.  
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Figura 5.15 – Evolução da quinta e sétima frequência com a temperatura 
 
Verifica-se que ambas apresentam um comportamento distinto face ao aumento de temperatura. A 
sétima frequência (figura da direita) apresenta o comportamento esperado diminuindo com a 
temperatura. A quinta frequência (figura da esquerda), contrariamente ao que seria de esperar, para 
temperaturas superiores a 25-30º C, apresenta o comportamento inverso, aumentando de valor com o 
aumento de temperatura. 
Tentando perceber melhor o grau que essa variação atinge, determina-se a média de cada uma das 
frequências identificadas e temperatura medida para o mês de Janeiro e Agosto (Tabela 5.4). Procura-
se assim perceber qual a diferença entre as frequências medidas para dois meses extremos em termos de 
temperaturas.   
Analisando a Tabela 5.4 denota-se novamente a diferença de comportamento de cada uma das 
frequências face ao aumento de temperatura.   
 
Tabela 5.4 – Média de frequências identificadas para os meses de Janeiro e Agosto de 2012 
Direção Frequência 
Janeiro (Hz) 
Tmédia =11,88 ºC 
Agosto (Hz) 
Tmédia =31,61 ºC 
Diferença (%) 
Vertical 1 1,95 2,01 3,00 
Lateral 2 2,29 2,24 -2,16 
Vertical 3 3,61 3,45 -4,34 
Lateral 4 4,55 4,76 4,66 
Lateral 5 5,94 6,52 9,83 
Vertical 6 6,05 5,80 -4,13 
Vertical 7 8,40 8,13 -3,20 
 
Será então importante desenvolver modelos, que permitam minimizar estas variações, tentando 
estabelecer relações entre as frequências e a temperatura e outros efeitos como a amplitude das 
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acelerações, de maneira a garantir que alterações detetadas nas características modais em medição estão 
de facto, relacionadas com danos estruturais. 
Esses modelos serão criados utilizando-se um ano de registos (3 de Dezembro de 2011 a 3 de Dezembro 
de 2012) partindo do pressuposto que neste período a estrutura não sofreu danos. Posteriormente usando 
os modelos criados será possivel estimar o valor das frequências naturais a partir de novas medições. 
Através da comparação das frequências naturais medidas com as frequências naturais estimadas será 
possível detetar variações que poderão, com uma maior certeza, estar relacionadas com dano estrutural.  
Apresenta-se de seguida alguns conceitos teóricos que irão permitir atenuar os efeitos descritos.   
 
5.7 MINIMIZAÇÃO DAS VARIAÇÕES  
5.7.1 CONCEITOS TEÓRICOS 
A regressão linear múltipla permite quantificar a relação entre uma variável dependente y e múltiplas 
variáveis independentes x, também referidas como variáveis explicativas [4]. Permitindo assim perceber 
a influência que cada variável independente tem na dependente.  
Este método estatístico representa a maneira mais fácil de relacionar fatores ambientais e operacionais 
com as frequências naturais, No contexto desta tese, a variável independente será a frequência natural 
medida e as dependentes os efeitos ambientais e operacionais. 
Tomando a regressão linear a seguinte forma: 
 
 𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜀 (5.1) 
 
No caso em que existe um única observação 𝑦 e 𝑟 observações explicativas, a regressão linear é descrita 
da seguinte maneira: 
 
 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + ⋯ + 𝛽𝑟𝑋𝑟 + 𝜀 (5.2) 
 
Para 𝑛 observações independentes toma a forma: 
 
 𝑦1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋11 + 𝛽2𝑋12 + ⋯ + 𝛽𝑟𝑋1𝑟 + 𝜀1 (5.3) 
 
 𝑦2 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋21 + 𝛽2𝑋22 + ⋯ + 𝛽𝑟𝑋2𝑟 + 𝜀2 (5.4) 
 
 𝑦𝑛 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑛1 + 𝛽2𝑋𝑛2 + ⋯ + 𝛽𝑟𝑋𝑛𝑟 + 𝜀𝑛 (5.5) 
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Podendo-se escrever na sua formulação matricial: 
 
[
𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛
] = [
1 𝑋11 𝑋12 … 𝑋11
1 𝑋21 𝑋22 … 𝑋1𝑟
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑋𝑛1 𝑋𝑛2 … 𝑋𝑛𝑟
] [
𝛽0
𝛽1
⋮
𝛽𝑟
] + [
𝜀1
𝜀2
⋮
𝜀𝑛
] 
 
Resumindo:  
𝑦 é um vector coluna n x 1 com n observações referentes à variável dependente 
𝑋 é uma matriz n x (r+1) com os valores r das variáveis independente,  
𝛽 é um vetor coluna (p+1) x 1 contendo os coeficientes estimados  
𝜀 é um vetor coluna n x 1 que contém os resíduos, que são as diferenças entre os valores observados e 
os dados estimados. 
De notar que se assume que os valores dos resíduos são independentes entre si, apresentam uma média 
nula, e uma variância constante. 
A primeira coluna da matriz 𝑋 toma o valor unitário de maneira a que o termo 𝛽0 represente a média da 
variável dependente, quando as variáveis independentes têm média nula.  
Será então necessário determinar os valores do vetor 𝛽. Tal poderá ser feito recorrendo ao método dos 
mínimos quadrados, que procura minimizar a soma dos quadrados dos resíduos, permitindo assim obter 
o vetor 𝛽 que melhor consegue estimar os valores da variável dependente a partir dos valores das 
varáveis independentes. Assim sendo, cada componente de 𝛽 será dada por: 
 
 𝛽 = (𝑋𝑇 . 𝑋)−1 .  𝑋𝑇 . 𝑦 (5.6) 
 
O vetor 𝜀 como descrito é a diferenças entre os valores observados e os dados estimados, ou seja: 
 
 𝜀 = 𝑦 − ?̂? (5.7) 
   
Por fim, no final do processo será conveniente avaliar a qualidade do modelo obtido. Para tal, poder-se-
á usar o coeficiente de determinação 𝑅2, definido pela equação: 
 
 
𝑅2 = 1 −
∑ 𝜀?̂?
2𝑛
𝑘=1
∑ (𝑦𝑘 − ?̅?  )2
𝑛
𝑘=1
=
∑ (?̂?𝑘 − ?̅?)
2𝑛
𝑘=1
∑ (𝑦𝑘 − ?̅?  )2
𝑛
𝑘=1
 
(5.8) 
 
Estando o modelo definido e a sua qualidade verificada, será possível então, prever valores da variável 
dependente 𝑦, utilizando novos valores de 𝑥: 
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 ?̂? = 𝑥. 𝛽 (5.9) 
 
Regressão Polinomial  
Uma regressão polinomial consiste em estabelecer, a relação entre a variável independente x e a variável 
independente y através de um polinómio de grau n. Esta abordagem revela-se vantajosa quando se 
verifica ser difícil adaptar uma reta às variáveis em estudo. A regressão é definida por: 
 
 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋1
2 + 𝛽3𝑋2
3 + ⋯ + 𝛽𝑟𝑋𝑟
𝑛 + 𝜀 (5.10) 
 
Intervalos de Confiança. 
No contexto dos sistemas de monitorização, uma vez definido o modelo, utilizando os métodos descritos 
anteriormente, este poderá ser usado para corrigir novas frequências medidas, permitindo a minimização 
dos efeitos ambientais e operacionais sobre as mesmas.  
 
Tal poderá ser feito da seguinte maneira: 
 
 𝑓𝑐 = 𝑓 − 𝑓 + 𝑓 ̅ (5.11) 
 
Ou seja, as frequências corrigidas 𝑓𝑐  serão obtidas a partir das frequências medidas 𝑓 subtraídas das 
frequências estimadas utilizando o modelo criado, 𝑓 somando-se de seguida a média das frequências 
medidas, 𝑓.̅ 
Uma vez minimizados os efeitos ambientais e operacionais nas frequências medidas, dever-se-á verificar 
se as mesmas se encontram dentro de limites para os quais se pode garantir que a estrutura se encontra 
saudável a nível estrutural.  
Para tal, definem-se intervalos de confiança, a partir do modelo criado: 
 
 ?̂? ± 𝐼(𝑋) (5.12) 
 
 𝐼(𝑋) = 𝑡𝑛−𝑝,∝/2. √?̂?𝜀2. [1 + 𝑥𝑇 . (𝑋𝑇 . 𝑋)−1. 𝑥] 
(5.13) 
 
5.7.2 MODELOS  
Com os conceitos teóricos necessários descritos será agora possível iniciar-se a construção dos modelos. 
O primeiro fator externo a ser estudado será a temperatura, uma vez que como já descrito em 5.6, existe 
uma clara correlação entre a variação das frequências e a flutuação das temperaturas.  
Nesta abordagem inicial, é utilizada uma regressão linear simples, descrita em 5.7.1, de maneira a obter 
um modelo que relacione as frequências e a temperatura medida pelo sensor T2.  
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Tabela 5.5– Resultados obtidos através de uma regressão linear simples. 
Frequências 
Coeficiente de 
Determinação R2 
1 0,0788 
2 0,1269 
3 0,3169 
4 0,1986 
5 0,2863 
6 0,3229 
7 0,4571 
 
A qualidade de cada modelo obtido encontra-se caracterizada na Tabela 5.5 através do coeficiente R2. 
Como se pode verificar os valores obtidos são bastante baixos, pertencendo o único valor aceitável à 
sétima frequência. Esta baixa qualidade justifica-se pela grande dispersão de dados presentes em 
algumas frequências, algo perfeitamente visível quando se compara a reta obtida para a primeira e para 
a sétima frequência, que correspondem respetivamente ao pior e melhor valor de R2 obtido (Figura 5.16 
e Figura 5.17) 
 
 
Figura 5.16 - Reta obtida para a primeira frequência 
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Figura 5.17 – Reta obtida para a sétima frequência 
 
Modelo bilinear. 
Outra possivel abordagem é adaptação dos dados em estudo a duas retas, criando-se assim um modelo 
bilinear. Como se pode ver pela observação da Figura 5.18, que representa a evolução da terceira 
frequência com a temperatura, é visível que a partir de uma certa temperatura, localizada entre os 25ºC 
e os 30ºC, existe um ponto de viragem em que a evolução das frequências se torna aproximadamente 
constante. Ter-se-á então de encontrar esse “ponto de viragem” que permite a obtenção das duas retas 
que melhor conseguem aproximar as frequências medidas.  
 
 
Figura 5.18 - Frequência 3 vs. Temperatura; 
 
De maneira a resolver este problema recorreu-se a um processo iterativo, desenvolvido em MatLab, que 
se inicia para um temperatura inicial de 7.6ºc (temperatura mínima medida) percorrendo todas as 
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temperaturas disponíveis com incrementos de 0.1ºc, finalizando para temperatura máxima medida de 
39.8ºc.  
Para cada iteração e para cada temperatura 𝑇𝑖 correspondente, os dados são divididos em dois vetores 
distintos. No primeiro, são armazenadas todas as frequências correspondentes a temperaturas inferiores 
a 𝑇𝑖, no segundo todas as frequências correspondentes a temperaturas superiores a 𝑇𝑖. 
Uma vez definidos os dois vetores é realizada uma regressão linear para cada, obtendo-se assim duas 
retas distintas. Cada iteração é terminada com a quantificação da qualidade do modelo obtido, 
recorrendo-se novamente ao coeficiente de determinação R2. 
 
 
Figura 5.19 - R2 versus temperatura; 
 
Figura 5.20 - Modelo bilinear encontrado para a terceira frequência; 
 
Após a realização de todas as iterações, foi possível traçar a evolução do coeficiente de determinação 
R2, para cada frequência, ao longo da variação da temperatura 𝑇𝑖, tendo-se reunido essa informação na 
Figura 5.19. Através da observação da figura, conclui-se que o valor de R2 aumenta com o aumento da 
temperatura, atingindo um valor máximo, por volta 25ºC – 30ºC, e começando a diminuir a partir daí. 
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Na Figura 5.20 observam-se as duas retas obtidas para a terceira frequência, correspondendo o ponto de 
viragem á temperatura de 26.1ºc, encontrando-se, como seria espectável, dentro do intervalo [25,30] ºC. 
Finalmente apresenta-se na tabela seguinte o valor de R2 máximo obtido, para cada frequência, assim 
como o valor da temperatura correspondente ao ponto de viragem. 
 
Tabela 5.6 - Resultados obtidos pelo modelo bilinear. 
Frequência Temperatura (ºc) Coeficiente de Determinação 
1 22,80 0,1666 
2 26,20 0,1800 
3 26,10 0,3759 
4 33,50 0,2800 
5 22,90 0,3515 
6 26,10 0,3889 
7 26,10 0,4968 
 
Facilmente se conclui que o modelo obtido por este método, é superior ao obtido através da regressão 
linear simples, sendo que, no entanto, ainda não foi obtida qualidade suficiente. Revela-se então 
necessário explorar novas alternativas.  
 
Modelo Polinomial. 
Realizou-se então uma regressão polinomial, verificando-se, graficamente, através da figura 5, que a 
curva adapta-se aos dados em estudo muito melhor que uma reta.  
 
Figura 5.21 - Polinómio de 6º grau adaptado á segunda frequência 
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Esse facto é sustentado pela tabela 3, onde são apresentados os valores de R2 para polinómios de grau 2 
a 6.  
 
Tabela 5.7 – Resultados obtidos através de uma regressão polinomial de grau n. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Verifica-se que usando um polinómio de sexto grau se consegue a melhor aproximação para as 
frequências em estudo. 
 
Desfasamento.  
Devido á inercia térmica do betão, por vezes, verifica-se que a frequência medida para um instante 𝑡 não 
depende exclusivamente da temperatura medida para esse instante, mas também das temperaturas 
anteriores. Este fenómeno está muito bem evidenciado em [24], onde se efetuou um estudo semelhante 
ao do presente trabalho, sendo a estrutura em estudo a Ponte Infante D. Henrique na cidade do Porto. 
Nesse trabalho foram implementados desfasamentos entre frequências e temperaturas medidas de 
6,12,18 e 24 horas, obtendo-se assim melhorias significativas em relação á correlação entre frequências 
e temperaturas. 
De maneira a testar a mesma hipótese, foram escolhidas algumas semanas dos meses de verão, uma vez 
que é neste período em que a diferença entre a temperatura mínima e máxima é superior, procurando-se 
encontrar algum desfasamento entre a evolução das frequências e da temperatura. Nas figuras seguintes 
é apresentada a comparação entre a evolução da segunda e terceira frequência com a temperatura para 
duas dessas semanas.  
Frequência Quadrática Cúbica 4º Grau 5º Grau 6º Grau 
1 0,1626 0,1779 0,1779 0,1846 0,1906 
2 0,1582 0,1898 0,1899 0,1914 0,1934 
3 0,3415 0,3884 0,3899 0,3902 0,3907 
4 0,2665 0,2896 0,2917 0,2940 0,2958 
5 0,3476 0,3503 0,3506 0,3515 0,3547 
6 0,3496 0,4029 0,4047 0,4055 0,4059 
7 0,4709 0,5047 0,5062 0,5062 0,5070 
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Figura 5.22 - Frequência 3 vs Temperatura – 21 a 28 de Julho. 
 
Figura 5.23 - Frequência 2 vs Temperatura – 18 a 25 de Agosto. 
 
Em ambas as imagens verifica-se a existência de uma correlação bastante elevada, constatando-se que 
a frequência acompanha a variação das temperaturas. Essa tendência repete-se para todas as semanas 
analisadas ou seja, verificou-se, em todas as semanas, que não existe qualquer desfasamento entre 
máximos e mínimos das frequências e as temperaturas registadas. Não será então aplicado nenhum 
desfasamento temporal às temperaturas medidas, uma vez que não são esperadas quaisquer melhorias.  
Acelerações. 
Uma vez estabelecido qual o melhor modelo que relaciona as frequências medidas com a temperatura, 
será vantajoso procurar estabelecer a relação entre as frequências e outros efeitos que sobre elas poderão 
ter influência. Será então estudado o efeito da amplitude das acelerações, medidas pelos seis 
acelerómetros instalados na ponte e quantificado pelo valor eficaz (RMS), tentando-se assim remover o 
possível efeito do trafego rodoviário. A metodologia seguida será em tudo semelhante à seguida para as 
temperaturas, começando-se portanto com uma regressão linear entre frequências e acelerações. 
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Tabela 5.8 – Regressão linear entre frequências e amplitude de acelerações 
 A1 A2 A3 A4 A5 A6 
F1 0,0236 0,0347 0,0332 0,0469 0,0213 0,0524 
F2 0,0028 0,005 0,0017 0,0036 0,0019 0,0002 
F3 0,0014 0,0047 0,0022 0,0047 0,002 0,0003 
F4 0,0174 0,034 0,0288 0,0416 0,0169 0,0563 
F5 0,0237 0,0413 0,04 0,053 0,0263 0,058 
F6 0,0002 0,0024 0,0003 0,0018 0,0002 0 
F7 0,0003 0,0026 0,0007 0,0022 0,0002 0,0002 
 
Os resultados obtidos foram reunidos na Tabela 5.8. Constata-se portanto, que não existe grande relação 
entre as frequências e as amplitudes das acelerações. Este facto é facilmente justificado pelo baixo 
tráfego rodoviário a que a ponte é sujeita durante grande parte do dia. 
Devido aos fracos resultados obtidos decidiu-se realizar um novo teste, dividindo, desta vez, as 
frequências em grupos definidos para intervalos de temperatura, ou seja, cada grupo irá ser constituído 
pelas frequências associadas unicamente a temperaturas compreendidas entre os limites definidos.  
Os intervalos definidos foram os seguintes: 
 
Tabela 5.9 – Intervalos de temperaturas. 
Intervalos de 
temperaturas 
Número de valores 
compreendidos entre 
os intervalos 
[0,10] 572 
[10,20] 6286 
[20,30] 4604 
[30,40] 2797 
 
Para cada intervalo criado realizou-se novamente uma regressão linear entre a frequência e a amplitude 
das acelerações. Os resultados obtidos são apresentados nas quatro tabelas seguintes. 
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Tabela 5.10 – Regressão linear entre frequências e amplitude de acelerações – intervalo [0,10] 
[0,10] A1 A2 A3 A4 A5 A6 
F1 0,1333 0,1419 0,1760 0,1789 0,1597 0,1125 
F2 0,0278 0,0351 0,0525 0,0499 0,0522 0,0317 
F3 0,0320 0,0483 0,0441 0,0532 0,0380 0,0490 
F4 0,1277 0,1755 0,1705 0,2004 0,1529 0,1794 
F5 0,1630 0,1779 0,2162 0,2250 0,2069 0,1514 
F6 0,0500 0,0514 0,0651 0,0686 0,0591 0,0423 
F7 0,1161 0,1479 0,1501 0,1666 0,1351 0,1423 
 
Tabela 5.11 – Regressão linear entre frequências e amplitude de acelerações – intervalo [10, 20] 
[10, 20] A1 A2 A3 A4 A5 A6 
F1 0,0272 0,0460 0,0639 0,0723 0,0596 0,0923 
F2 0,0015 0,0005 0,0010 0,0001 0,0011 0,0041 
F3 0,0001 0,0000 0,0010 0,0000 0,0006 0,0049 
F4 0,0262 0,0526 0,0642 0,0767 0,0572 0,1101 
F5 0,0350 0,0673 0,0866 0,1024 0,0794 0,1230 
F6 0,0007 0,0008 0,0066 0,0026 0,0060 0,0105 
F7 0,0048 0,0075 0,0152 0,0129 0,0151 0,0206 
 
Tabela 5.12 – Regressão linear entre frequências e amplitude de acelerações – intervalo [20,30] 
[20,30] A1 A2 A3 A4 A5 A6 
F1 0,0510 0,0617 0,0609 0,0776 0,0439 0,0733 
F2 0,0007 0,0003 0,0014 0,0007 0,0008 0,0046 
F3 0,0061 0,0058 0,0047 0,0056 0,0035 0,0158 
F4 0,0109 0,0089 0,0126 0,0143 0,0056 0,0169 
F5 0,0073 0,0069 0,0095 0,0117 0,0035 0,0127 
F6 0,0141 0,0132 0,0142 0,0149 0,0116 0,0255 
F7 0,0196 0,0210 0,0185 0,0206 0,0181 0,0326 
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Tabela 5.13 – Regressão linear entre frequências e amplitude de acelerações – intervalo [30,40] 
[30,40] A1 A2 A3 A4 A5 A6 
F1 0,0000 0,0005 0,0005 0,0019 0,0057 0,0066 
F2 0,0025 0,0003 0,0026 0,0008 0,0084 0,0012 
F3 0,0012 0,0082 0,0011 0,0064 0,0002 0,0204 
F4 0,0039 0,0004 0,0056 0,0010 0,0149 0,0018 
F5 0,0012 0,0003 0,0025 0,0003 0,0103 0,0009 
F6 0,0039 0,0140 0,0038 0,0100 0,0002 0,0304 
F7 0,0129 0,0266 0,0133 0,0230 0,0064 0,0401 
 
Verifica-se então uma melhoria bastante significativa quando são utilizados valores compreendidos no 
intervalo [0,10]. Nos restantes intervalos a relação entre frequências e acelerações continua a ser muito 
reduzida. Isto deve-se ao facto de o efeito da temperatura ser mais preponderante para temperaturas 
elevadas, mascarando o efeito da aceleração nos intervalos respeitantes a temperaturas mais elevadas.  
Recorrendo agora à Tabela 5.9, observamos que, os valores que obtiveram bons resultados, ou seja, os 
que se encontram no intervalo de temperaturas [0,10], representam uma fração muito pequena do 
número total de observações, sendo só 572, como tal, a utilização dos mesmos praticamente que não iria 
melhorar o modelo final. Decide-se portanto, após esta análise, não utilizar o efeito das acelerações 
sobre as frequências.  
 
Frequências. 
Por fim, será verificada a correlação existente entre frequências naturais, uma vez que, a existência de 
um elevada correlação entre duas frequências implicará que estão a ser afetadas pelos mesmos fatores, 
permitindo a contabilização de efeitos não medidos.  
Os resultados dessa análise estão presentes na Tabela 5.14, constata-se assim a existência de elevados 
valores do coeficiente de correlação. 
 
Tabela 5.14 – Regressão linear entre frequências - coeficiente de correlação. 
 F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 
F1 1,0000 0,2944 0,1053 0,7207 0,6215 0,1364 0,0304 
F2 0,2944 1,0000 0.5052 0.1967 0.0727 0.5857 0.4167 
F3 0,1053 0.5052 1,0000 0.0424 0.0004 0.7894 0.6522 
F4 0,7207 0.1967 0.0424 1,0000 0.8006 0.0615 0.0012 
F5 0,6215 0.0727 0.0004 0.8006 1,0000 0.0037 0.0155 
F6 0,1364 0.5857 0.7894 0.0615 0.0037 1,0000 0.7161 
F7 0,0304 0.4167 0.6522 0.0012 0.0155 0.7161 1,0000 
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Modelo Final  
Uma vez analisados os fatores que têm influência sobre as frequências, será altura de estabelecer um 
modelo final que entre em simultâneo, com o contributo desses fatores identificados.  
Serão testados dois modelos distintos, seguindo o primeiro, a seguinte metodologia: 
1. Regressão linear entre a frequência em estudo e as duas frequências que apresentam maior 
correlação com a mesma (Tabela 5.14). 
2. Correção das frequências usando o modelo criado no passo anterior. 
3. Regressão polinomial de sexto grau entre as frequências corrigidas em (2) e as temperaturas. 
4. Nova correção utilizando-se desta vez as frequências provenientes do passo (2) e o modelo do 
passo (3). 
O segundo seguirá os seguintes passos: 
1. Regressão linear múltipla utilizando as duas frequências com maior coeficiente de 
determinação, em relação à frequência em estudo e as medições da temperatura. 
2. Correção das frequências usando o modelo criado. 
 
Justifica-se a utilização de unicamente duas frequências no primeiro passo de cada modelo porque, como 
se verificou na Tabela 5.3 o algoritmo de identificação automática do DynaMo por vezes é incapaz de 
identificar algumas frequências. A essas frequências é atribuída a sigla “NaN”, sendo necessário 
proceder à sua remoção de maneira a que os algoritmos das regressões funcionem. Ora, o primeiro passo 
na criação de cada modelo é o da organização de todos os registos a utilizar em colunas de uma matriz. 
Sempre que é encontrado um valor com NaN é necessário remover a linha inteira em que isso acontece, 
perdendo-se assim valores válidos que se encontrassem nessa linha. Quanto maior for o numero de 
frequências consideradas maior será o número de NaN e por consequência maior o número de valores 
válidos que terão de ser removidos.  
Analisando a Tabela 5.14 percebe-se que para cada frequência existem duas que apresentam um valor 
de coeficiente de correlação especialmente elevado, assinaladas a azul. Como tal, de maneira a manter 
um equilíbrio entre valores eliminados e frequências consideradas, decidiu-se, para cada frequência, 
contabilizar unicamente as frequências assinalas a azul.  
Uma vez criados os dois modelos será calculado o desvio padrão das frequências obtidas após a 
realização de todas as correções, ou seja, para o modelo 1, serão utilizadas as frequências obtidas no 
passo 4, para o modelo 2 as obtidas no passo 2. O melhor modelo será aquele que apresentar o menor 
desvio padrão. 
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Modelo 1 
 
Figura 5.24 - Modelo 1 – sétima frequência. 
Na Figura 5.24 encontram-se presentes, para a sétima frequência, os resultados obtidos em cada passo 
de construção do primeiro modelo. Na primeira figura são apresentadas as medições da frequência ao 
longo do tempo sem qualquer correção. A figura seguinte corresponde aos resultados obtidos após o 
passo (2), como se pode verificar, houve uma clara diminuição da variação da frequência registada. A 
última figura corresponde aos resultados finais, obtidos no passo (4). A diferença registada é muito 
inferior à registada no passo 2, no entanto, é observável, novamente, uma diminuição da variação da 
frequência registada. 
 
Modelo 2 
Utilizando-se o modelo 2 obteve-se os resultados presentes na Figura 5.25. Mais uma vez é 
perfeitamente percetível a diminuição da variação da frequência, ficando esta muito mais constante.  
 
 
Figura 5.25 - Modelo 2 – sétima frequência. 
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Também é possível evidenciar a redução da variação das frequências naturais após a sua correção através 
do uso de histogramas. Na figura seguinte apresenta-se o histograma da quarta, quinta e sexta frequência 
natural, antes e após a eliminação dos efeitos externos através da utilização do modelo 2. Torna-se assim 
ainda mais clara a diminuição da dispersão dos valores originais.  
 
 
Figura 5.26 – Histogramas da quarta, quinta e sexta frequência natural. 
 
Como referido a escolha do melhor modelo será feita através da comparação do valor do desvio padrão 
apresentado por cada um.  
 
Tabela 5.15 – Desvio padrão obtido para cada modelo 
Frequência Desvio Padrão – Modelo 1 Desvio Padrão – Modelo 2 
1 0.4260 0.4260 
2 0.0270 0.0269 
3 0.0361 0.0361 
4 0.0675 0.0679 
5 0.1424 0.1407 
6 0.0509 0.0509 
7 0.0564 0.0534 
 
Pela análise da Tabela 5.15 é visível que os valores obtidos são muito idênticos, para três das 
frequências, a primeira, a terceira e a sexta, os dois modelos apresentam valores iguais. Nas restastes 
frequências, excetuando a frequência 4, o modelo 2 demonstrou ser superior. É então escolhido o modelo 
2 como modelo final, a ser utilizado na minimização dos efeitos externos sobre a ponte rodoviária na 
Foz do Tua. 
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Com o modelo criado a deteção de dano poderá ser feita através da determinação de intervalos de 
confiança. Estes irão permitir verificar se cada uma das novas frequências medidas se encontra dentro 
de um intervalo considerado em que se garante que a estrutura se encontra estruturalmente “saudável”.  
 
 
Figura 5.27 – Intervalos de confiança criados com o modelo desenvolvido – terceira frequência vertical. 
 
Na Figura 5.27 observa-se intervalo de confiança de 95% para a terceira frequência vertical medida para 
o período de 1 de Julho de 2012 a 31 de Agosto de 2012 (pontos amarelos). Verifica-se, como esperado, 
que a todos os valores se encontram dentro do intervalo definido (linhas vermelhas e verdes). Na 
eventualidade de estrutura sofrer algum tipo de dano é espectável que devido a esse dano, as frequências 
comecem a apresentar variações saindo dos intervalos definidos, sendo assim possível manter a contínua 
monitorização da “saúde” da estrutura.  
Outra possível metodologia será a utilização do modelo criado para em cada nova leitura, estimar o valor 
das frequências naturais com base nos valores das variáveis independentes. Comparando cada uma das 
novas frequências medidas com as frequências estimadas será possível realçar variações de frequências 
devidas a fenómenos não quantificados no modelo, como por exemplo, danos estruturais.   
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6 
MODELO NUMÉRICO 
 
 
6.1 INTRODUÇÃO 
Neste capítulo apresenta-se um modelo numérico da ponte em estudo desenvolvido com o software 
comercial Autodesk Robot Structural Analysis 2014, com o qual se tentará explicar alguns dos resultados 
obtidos até agora. 
Só se irá modelar a estrutura compreendida entre as pilastras P1 e P2, excluindo-se os viadutos 
V1,V2,V3 e V4 uma vez que devido à existência de juntas de dilatação nas pilastras, não há transmissão 
de momentos dos viadutos para a restante estrutura. 
A base de construção do modelo será a Memória Descritiva da reabilitação realizada e respetivos 
desenhos de execução.  
Serão descritos todos os passos e simplificações tomadas durante a construção do modelo, fazendo-se, 
no final do processo, a sua validação e ajuste através da comparação dos resultados provenientes de uma 
análise modal com os resultados obtidos no ensaio de vibração ambiental.  
Outro exercício a ser realizado será o da procura de uma explicação para as estranhas variações das 
frequências naturais associadas ao aumento da temperatura verificadas em 5.6. Aí conclui-se que o 
comportamento normal seria o da diminuição da frequência com o aumento da temperatura, devido, em 
grande parte, ao efeito que esta tem sobre o coeficiente de elasticidade do betão. No entanto nem todas 
as frequências apresentaram esse comportamento. Com o modelo numérico serão realizados alguns 
testes que irão permitir esclarecer esse comportamento não esperado.  
 
6.2 CONSTRUÇÃO DO MODELO 
Como referido o software utlizado será o programa Autodesk Robot Structural Analysis 2014 
recorrendo-se a um modelo de pórtico tridimensional, composto por elementos de barra com 6 graus de 
liberdade por nó. 
Durante esta análise admite-se a linearidade das propriedades dos materiais e da geometria das secções. 
Ou seja relativamente aos materiais admite-se que o comportamento destes, em termos de deformações 
face às tensões aplicadas, respeita a lei de Hooke nunca entrando em regime não linear.  
Em relação à geometria das secções, admite-se que as deformações sofridas por estas são tão reduzidas 
quando comparadas com a estrutura, que é plausível desprezar possíveis efeitos de segunda ordem.  
A modelação da estrutura iniciou-se com a definição do ponto correspondente ao início do referencial, 
que se denominou P1, em relação ao qual, todas as coordenadas de cada elemento da estrutura serão 
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definidas. Tendo por base a rasante da estrada decidiu-se colocar esse ponto na zona mais alta da ponte 
que se localiza aproximadamente a meio vão à cota 100.00m (Figura 6.1).  
 
 
Figura 6.1 – Localização e P1  
 
Uma vez escolhida a localização de P1 procedeu-se à modelação do tabuleiro. Para tal foi necessário 
definir secções simplificadas que aproximem as propriedades mecânicas das secções reais. Em 
correspondência com a Figura 6.1, partindo de uma das pilastras (ponto 1) até ao ponto de união entre o 
arco e o tabuleiro (ponto 2), é possível distinguir duas secções. A primeira, presente na Figura 6.2, parte 
de cada um dos montantes, zona onde os esforços são superiores, com uma altura para cada uma das 
vigas de 0.63m (V1 e V4) e 0.40m (V2 e V3). Esta altura vai gradualmente diminuindo, ao longo de 
uma extensão de 0.58m (Figura 6.3), tornando-se constante. É assim definida a segunda secção (Figura 
6.4) que conta com uma altura de vigas igual a 0.43m (V1 e V4) e 0.20m (V2 e V3). 
Para a zona de união entre o arco e o tabuleiro, presente entre o ponto 2 e 3 da Figura 6.1, foi definida 
uma terceira secção que conta com a contribuição do arco e do tabuleiro (Figura 6.5). 
Através do software Autocad 2014 definiu-se as secções que foram utilizadas no processo de modelação 
(Figura 6.6, 6.7 e 6.8). Foram realizadas diversas simplificações, como se pode ver comparando as 
figuras relativas às secções de projeto com secções criadas em Autocad, sendo a mais relevante o facto 
de se considerar que a secção 1 se mantém constante ao longo dos 0.58m não havendo, nessa extensão, 
variação da altura das vigas.  
 
 
Figura 6.2 – Secção 1 – Projeto [20] 
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Figura 6.3 – Extensão da secção 1 [20] 
 
 
 
Figura 6.4 – Secção 2 – Projeto [20] 
 
 
Figura 6.5 - Secção 3 – Projeto [20] 
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Figura 6.6 – Secção 1 – Modelo 
 
 
Figura 6.7 – Secção 2 - Modelo 
 
Figura 6.8 – Secção 3 – Modelo 
 
A modelação do tabuleiro foi realizada através de um conjunto de nós, unidos por barras às quais se 
atribuíram as secções correspondentes. Estas barras encontram-se localizadas no centro de gravidade do 
tabuleiro representando a sua variação ao longo do comprimento. Nas zonas de mudança de secção e 
consequentemente, mudança da localização do centro de gravidade fez-se a ligação entre cada barra 
através de rigid links que são barras fictícias perfeitamente rígidas que não apresentam qualquer massa. 
Observa-se na figura seguinte uma dessas zonas: 
 
Figura 6.9 – Variação do centro de gravidade. 
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Refere-se que na definição das coordenadas de cada um dos nós foi dada atenção ao facto de a ponte 
não ser perfeitamente simétrica.  
A modelação do arco foi realizada recorrendo-se ao polinómio de 5º grau já apresentado: 
 
𝑦 = 0.00927568495𝑥2 + 0.00013232415𝑥3 − 0.00000280941𝑥4 + 0.0000000723144𝑥5 
 
O arco foi discretizado em 18 nós, presentes na Figura 6.10, unidos por 17 elementos de barra. Com 
estes nós definiu-se a localização dos pontos de ligação entre o arco e os montantes, assim como cada 
uma das nascentes.  
Por falta de informação relativa à variação da secção do arco assumiu-se que esta varia linearmente entre 
a nascente e o fecho. 
 
 
Figura 6.10 – Nós constituintes do arco. 
 
Relativamente aos montantes estes foram definidos a partir de cada ponto do arco correspondente ao 
inicio de um montante determinando-se a altura de cada um a partir do projeto de execução. A ligação 
entre o último ponto de cada montante e as barras que representam o centro de gravidade do tabuleiro é 
feita através de rigid links (Figura 6.11).  
Os quatro primeiros montantes de cada lado do arco são formados por dois elementos gémeos de betão, 
que apresentam uma secção de largura superior na base que diminui gradualmente até à ligação com o 
tabuleiro, existindo um vazio entre cada um deles. De maneira a modelar estes montantes definiram-se 
duas secções: uma primeira que modela a parte que contém o vazio, que foi atribuída a uma barra que 
nasce do arco e termina no ponto correspondente ao fim do vazio, e outra que modela a parte maciça, 
atribuída a uma segunda barra que começa no fim da primeira barra e acaba no ponto de ligação ao 
tabuleiro.  
As dimensões definidas para cada uma das secções respeitaram as presentes nos desenhos do projeto de 
reabilitação, considerando-se, como simplificação, que secção atribuída à primeira barra de cada 
montante não varia.  
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Figura 6.11 – Ligação montante tabuleiro 
 
No que respeita às ligações entre cada elemento, refere-se que todos os montantes se encontram 
encastrados no arco sendo a ligação ao tabuleiro realizada de duas maneiras distintas. Para os cinco 
primeiros montantes (p1 a p5 - Figura 6.1) a ligação é feita através de rótulas que apenas permitem 
rotações em torno de um eixo horizontal perpendicular ao eixo do tabuleiro. Para os mais curtos (p6 e 
p7) faz-se a ligação através de molas que simulam os aparelhos de apoio de neoprene instalados. 
Estas molas são também aplicadas na ligação entre o tabuleiro e as pilastras (Figura 6.12 (a) ) e nas 
zonas de união entre o arco e o tabuleiro (Figura 6.12 b)) onde também existem aparelhos de apoio. 
 
 
Figura 6.12 – a) Ligação tabuleiro pilastra; b) união arco tabuleiro [20] 
 
Segundo a memória descritiva da reabilitação estes aparelhos de apoio são fabricados pela empresa 
Gumba do tipo Standard T5, com 3 camadas de neoprene e dimensões totais de 200x300x50 cm. Tendo 
por base esta informação e consultando o catálogo da empresa que produz o aparelho de apoio [26] foi 
possível determinar a rigidez vertical e horizontal das molas.  
Segundo o catálogo o módulo de elasticidade do aparelho de apoio poderá ser obtido a partir de: 
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𝐸 = 3𝐺 ∙ (
𝑎
𝑡
)2 ∙ 𝜂3 
(6.1) 
 
Sendo 𝐺 o modulo de distorção do neoprene que toma o valor de 1N/mm2, 𝑎 a menor dimensão do 
aparelho de apoio, 𝑡 a espessura de uma camada de neoprene e 𝜂3 um coeficiente de forma que depende 
da relação de dimensões do apoio. 
Para as dimensões do aparelho de apoio resulta para 𝑎 o valor de 200 mm e 𝑡 = 8 mm, sendo este obtido 
dividindo-se a dimensão da parte em neoprene (24 mm) pelo número de camadas (3 camadas). 
Relativamente ao coeficiente de forma 𝜂3 este é obtido a partir de uma tabela fornecida pelo catalogo 
estando relacionado com a quociente entre a maior dimensão do aparelho de apoio (𝑏) e a menor (𝑎). 
Para 
𝑏
𝑎
= 1,5 o coeficiente  de forma é igual a 0,196. 
Obtém-se assim um valor para o modulo de elasticidade igual 14,12 N/mm2. 
Finalmente a rigidez de cada aparelho de apoio é obtida a partir de: 
 
𝑘𝑣 =
𝐸 ∙ 𝐴
𝑡𝑛𝑒𝑜𝑝
=
14,12 ∙ (200 × 300)
50
= 16944 N/mm 
 
𝑘ℎ =
𝐺 ∙ 𝐴
𝑡𝑛𝑒𝑜𝑝
=
1 ∙ (200 × 300)
50
= 1200 𝑁/𝑚𝑚 
 
Uma vez que existem quatro aparelhos de apoio em cada secção, a rigidez vertical e horizontal será o 
quadruplo dos valores anteriores, valendo respetivamente 67776 KN/m e 4800 KN/m. 
Por fim apresenta-se na figura seguinte o modelo construído:  
 
 
Figura 6.13 – Alçado do modelo numérico 
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6.3 VALIDAÇÃO E AJUSTE DO MODELO CONSTRUÍDO 
Após a criação do modelo será necessário proceder à sua validação. Para tal realizou-se uma análise 
modal efetuada pelo próprio Robot, comparando-se os resultados devolvidos com os obtidos no ensaio 
de vibração ambiental.  
Um ponto essencial à correta execução da análise modal por parte do programa é o da definição da 
massa existente na estrutura. Uma grande percentagem dessa massa pertence ao peso próprio do 
tabuleiro e do arco e é automaticamente contabilizada pelo próprio software a partir de cada uma das 
secções definidas. A massa dos restantes elementos, designadamente o pavimento betuminoso, o passeio 
as chapas colocadas em cada uma das vigas durante e reabilitação e o guarda corpos foram determinados 
a partir das dimensões definidas no projeto. Daí resultou uma carga distribuída aplicada em todas as 
barras do tabuleiro que é convertida em massa, segundo a direção em análise, durante a análise modal, 
pelo programa. Na tabela seguinte resumem-se as cargas obtidas para cada elemento: 
 
Tabela 6.1 – Restantes cargas permanentes 
Elemento 𝛾 (KN/m3) Espessura (m) Largura (m) Carga (KN/m) 
Pavimento 25 0,08 6 12 
Passeio 20 0,23 0,8 3.68 
Guarda corpos 25 - - 1,72 
Chapas 76.01 - - 3.86 
  
Outro aspeto a ter em atenção é o módulo de elasticidade do betão atribuído a cada uma das barras. 
Segundo os ensaios realizados durante a reabilitação este varia entre 47 e 63 GPa definido de acordo 
com a secante correspondente a 40% da carga de rotura. Devido a esta ambiguidade será necessário 
recorrer a um processo iterativo, em que se procede à variação do módulo de elasticidade atribuído às 
barras analisando-se os resultados devolvidos pela análise modal. Escolhendo assim o valor pertencente 
ao intervalo de 47 a 63 GPa que permite obter melhores resultados.  
Com a definição de todas as massas presentes na estrutura e estabelecendo um valor inicial para o 
módulo de elasticidade do betão de 47 GPa realizou-se uma análise modal obtendo-se os seguintes 
resultados para as frequências naturais: 
 
Tabela 6.2 – Modelo 1 - Frequências medidas experimentalmente vs numéricas E=47 GPa 
Vertical  Transversal 
EVA 
(Hz) 
Numérico 
 (Hz) 
Diferença 
 (%) 
 
EVA  
(Hz) 
Numérico 
(Hz) 
Diferença 
 (%) 
2,22 2,03 8,64  2,32 2,07 10,74 
3,54 3,64 -2,82  4,98 3,39 31,93 
5,96 5,47 8,18  6,37 4,49 29,51 
8,28 5,90 28,71   ∑  72,18 
 ∑  48,35     
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Como se pode verificar analisando as diferenças percentuais presentes na terceira coluna de cada tabela, 
o modelo sofre de uma clara falta de rigidez para ambas as direções, denotando-se que a diferença face 
aos resultados experimentais é bem mais acentuada para a direção transversal do que para a direção 
vertical, atingindo um valor máximo de 31,93%.  
Procurando aumentar a rigidez do modelo define-se um módulo de elasticidade do betão para 50 GPa. 
 
Tabela 6.3 – Modelo 2 - Frequências naturais medidas experimentalmente vs numéricas E=50 GPa;  
Vertical  Transversal 
EVA 
(Hz) 
Numérico  
(Hz) 
Diferença  
(%) 
 
EVA 
(Hz) 
Numérico 
(Hz) 
Diferença  
(%) 
2,22 2,09 5,94  2,32 2,19 5,52 
3,54 3,75 -5,93  4,98 3,80 23,69 
5,96 5,77 3,14  6,37 4,90 23,08 
8,28 6,29 24,00   ∑  52,29 
 ∑  38,01     
 
Constata-se que as alterações impostas atenuaram a distância aos resultados experimentais, algo 
evidenciado pelo somatório do valor absoluto das diferenças. Para a direção vertical, à exceção da quarta 
frequência, o modelo já devolve bons resultados, continuando, para a direção transversal muito aquém 
do exigido.   
Tentando perceber melhor o que poderá estar a motivar esta fraca qualidade de resultados, recorre-se às 
configurações modais que o modelo numérico apresenta. Com a análise de cada ordena modal e fazendo-
se a comparação com o valor experimental correspondente, será possível perceber o local como maior 
precisão, onde há falta ou excesso de rigidez na estrutura. 
Apresenta-se nas duas figuras seguintes o terceiro e o segundo modo de vibração vertical e horizontal 
respetivamente, apresentando-se os resultados experimentais a azul e os resultados numéricos a 
vermelho. 
 
 
Figura 6.14 – Modelo 1 – Primeiro modo de vibração vertical. 
 
Figura 6.15 - Modelo 1 – Segundo modo de vibração transversal. 
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É facilmente percetível que as molas criadas para simular os aparelhos de apoio existentes em cada uma 
das pilastras estão demasiado flexíveis, tanto para a direção vertical como transversal. O mesmo se 
conclui para a rigidez transversal dos dois aparelhos de apoio presentes nos dois últimos montantes de 
cada lado do arco.  
Tomando esta informação como ponto de partida e incidindo na rigidez das molas são tomadas as 
seguintes opções: 
 Para as pilastras transforma-se a mola vertical num apoio rígido uma vez que se verifica que a 
ordena modal nesses pontos é aproximadamente zero, e multiplica-se a rigidez transversal dessa 
mola por 100. 
 Para os apoios existentes nos dois últimos montantes multiplica-se a rigidez transversal por 10. 
 São removidas as molas que simulam os aparelhos de apoio da zona de união entre o arco e o 
tabuleiro.  
Ao nível das frequências estas alterações originam os seguintes resultados: 
 
Tabela 6.4 – Modelo 3 - Frequências naturais medidas experimentalmente vs numéricas. 
Vertical  Transversal 
EVA 
(Hz) 
Numérico  
(Hz) 
Diferença 
 (%) 
 
EVA 
(Hz) 
Numérico 
 (Hz) 
Diferença  
(%) 
2,22 2,20 0,99  2,32 2,20 5,13 
3,54 3,80 -7,34  4,98 4,76 4,42 
5,96 6,36 -6,77  6,37 6,61 -3,77 
8,28 7,50 9,38   ∑  13,32 
 ∑  24,48     
 
Pela tabela anterior conclui-se que a capacidade do modelo para prever as frequências naturais melhorou 
consideravelmente, em especial para a direção transversal onde grande parte das alterações realizadas 
incidiu.   
Sobre os modos de vibração verticais estas alterações produziram os seguintes resultados: 
 
Figura 6.16 – Primeiro modo de vibração vertical – EVA (azul) vs modelo numérico (vermelho) 
 
Figura 6.17 – Segundo modo de vibração vertical – EVA (azul) vs modelo numérico (vermelho) 
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Figura 6.18 – Terceiro modo de vibração vertical – EVA (azul) vs modelo numérico (vermelho) 
 
Figura 6.19 – Quarto modo de vibração vertical – EVA (azul) vs modelo numérico (vermelho) 
 
Verifica-se a existência de uma grande semelhança nos quatro modos analisados em especial para os 
dois primeiros em que a correspondência para cada uma das ordenadas modais é praticamente exata.  
Para a direção transversal apresentam-se nas figuras seguintes os resultados obtidos para os dois 
primeiros modos, verificando-se novamente que o modelo consegue ser fiel aos resultados 
experimentais: 
 
Figura 6.20 - Primeiro modo de vibração transversal – EVA (azul) vs modelo numérico (vermelho) 
 
Figura 6.21 - Segundo modo de vibração transversal – EVA (azul) vs modelo numérico (vermelho) 
 
Conclui-se que o modelo garante resultados suficientemente próximos dos experimentais, sendo assim 
possível afirmar que este se encontra “dinamicamente” apto para se realizar as análises seguintes.  
Com esta análise foi também possível constatar que os aparelhos de apoio não possuem as rigidezes 
determinadas na secção anterior a partir dos elementos fornecidos pela tabela do fornecedor. Podendo 
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esta situação decorrer do facto de os aparelhos de apoio funcionarem de maneira distinta conforme a 
ação que sobre eles incide, apresentando um comportamento não linear.  
 
6.4 ANÁLISE DA INFLUÊNCIA DOS PARÂMETROS OPERACIONAIS E AMBIENTAIS NAS 
FREQUÊNCIAS NATURAIS DA PONTE. 
Com o modelo numérico já funcional tentar-se-á, nesta secção, encontrar uma justificação para as 
flutuações das frequências naturais verificadas em 5.6. Percebeu-se, nessa secção, que o aumento da 
temperatura tinha um efeito claro sobre as frequências, verificando-se uma reação, a esse aumento, 
bastante dispare para cada uma delas.  
Referiu-se também os estudos de [25] que afirmam que a temperatura tem um efeito direto no módulo 
de elasticidade do material, provocando a variação da rigidez da estrutura e influenciando as frequências 
naturais.  
De maneira a testar essa hipótese dar-se-á uso à seguinte expressão: 
 
 𝐸 (𝑇) = 𝐸𝑐𝑚(1.06 − 0.003 ∙ 𝑇) (6.2) 
 
Esta expressão proveniente do MC90 [27] explica a evolução com a temperatura (𝑇) do módulo de 
elasticidade (𝐸) a partir do módulo de elasticidade secante para uma temperatura de 20º C (𝐸𝑐𝑚). 
Neste capítulo foi considerado que o módulo de elasticidade da estrutura é igual a 50GPa. Avaliando o 
valor que este toma para uma temperatura de 30ºC e 40ºC através da expressão anterior e dando uso ao 
modelo numérico desenvolvido, de maneira a realizar uma análise modal para cada um dos módulos de 
elasticidade obtidos, é possível perceber como é que as frequências naturais evoluem: 
 
Tabela 6.5 – Variação das frequências naturais com o módulo de elasticidade – direção vertical 
Frequência 
E=50 
GPa (Hz) 
E= 48,5 
GPa (Hz) 
Diferença 
(%) 
E=47 
GPa (Hz) 
Diferença  
(%) 
1V 2,2 2,15 2,27 2,11 4,09 
2V 3,8 3,73 1,84 3,66 3,68 
3V 6,36 6,23 2,04 6,11 3,93 
4V 7,5 7,32 2,40 7,19 4,13 
 
Tabela 6.6 - Variação das frequências naturais com o módulo de elasticidade – direção transversal 
Frequência 
E=50 
(Hz) 
E= 48,5 
(Hz)) 
Diferença 
(%) 
E=47  
(Hz) 
Diferença 
(%) 
1T 2,2 2,15 2,27 2,13 4,09 
2T 4,76 4,68 1,68 4,64 3,36 
3T 6,61 6,53 1,21 6,44 2,57 
 
Como se verifica todas as frequências diminuem com o módulo de elasticidade, sendo percetível que a 
sensibilidade de cada frequência é bastante variável. Denota-se assim, que a quarta frequência vertical 
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é a que apresenta a maior sensibilidade à variação do módulo de elasticidade enquanto a terceira 
frequência transversal apresenta-se como a menos sensível.   
Recuperando os modelos bilineares criados em 5.7.2 (Figura 6.22 – direção vertical e Figura 6.23 – 
direção transversal) é possível aprofundar esta análise. Nessas figuras é percetível a existência de dois 
comportamentos distintos. Para as frequências 2V,3V,4V e 1T verifica-se que com o aumento da 
temperatura a frequência diminui gradualmente até uma determinado valor da temperatura, onde se 
regista um ponto de viragem em que a os valores das frequências começam a sofrer um aumento muito 
ligeiro. Para as frequências 2T e 3T verifica-se um comportamento oposto, pois, à medida que a 
temperatura aumenta a frequência também aumenta, existindo também um ponto de viragem, em que a 
frequência continua aumentar mas a um ritmo muito superior. Relativamente à frequência 1V conclui-
se que o comportamento desta é um misto dos dois comportamentos descritos, isto porque, numa fase 
inicial, para temperaturas baixas, a frequência diminui à medida que a temperatura aumenta, e a partir 
do ponto de viragem, aumenta a uma taxa muito elevada.  
Na tabela seguinte é apresentada a inclinação da primeira reta do modelo bilinear para cada frequência 
e a inclinação da reta obtida a partir dos resultados das duas últimas tabelas. Esta informação sustenta a 
hipótese de que a diminuição verificada para as frequências acima descritas é provocada pela diminuição 
do módulo de elasticidade, uma vez que, comparando as inclinações obtidas, percebe-se que os valores 
obtidos são bastante semelhantes.  
 
Tabela 6.7 – Inclinação das retas – modelo bilinear e modelo numérico 
Vertical Bilinear Numérico Transversal Bilinear Numérico 
1 -0,0020 -0,0040 1 -0,0031 -0,0020 
2 -0,0077 -0,0070 2 - - 
3 -0,0119 -0,0120 3 - - 
4 -0,0134 0,0130 - - - 
 
Em suma, conclui-se que todas as frequências são afetadas pela diminuição do módulo de elasticidade 
provocado pelo aumento de temperatura, no entanto existe um determinado fator, ou conjunto de fatores, 
que intervém sobre as frequências, eventualmente sobrepondo-se à diminuição do módulo de 
elasticidade, todavia, o que se extrai da análise das Figura 6.22 Figura 6.23 é que essa sobreposição 
acontece para cada frequência a partir de temperaturas diferentes.  
Enquanto para as frequências 2V,3V,4V e 1T só a partir de uma temperatura compreendida entre o 
intervalo de 20 a 30 ºC é que se começa a fazer sentir o efeito desses fatores, estando o seu 
comportamento, até esse ponto dominado pela diminuição do módulo de elasticidade, para as 
frequências 2T e 3T esses efeitos são sentidos desde as temperaturas mais baixas, nunca surgindo o 
efeito da diminuição do módulo de elasticidade. Este facto converge com a informação das Tabela 6.5 
e Tabela 6.6, uma vez que estas duas frequências são aquelas que se revelaram menos sensíveis à 
variação do módulo de elasticidade.  
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Figura 6.22 – Modelo Bilinear – Frequências verticais 
 
 
Figura 6.23 - Modelo Bilinear – Frequências Transversais 
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Torna-se então necessário explorar outras alternativas que permitam detetar quais os fatores que estão a 
influenciar as frequências.  
Quando uma estrutura é sujeita a uma variação de temperatura, esta tende a deformar-se, podendo em 
certos casos, essa deformação provocar alterações da rigidez da mesma. Com o aumento de temperatura 
o arco da ponte em estudo tenderá a aumentar de flecha, podendo este facto causar um aumento de 
rigidez na estrutura.  
De maneira a perceber como é que as frequências da ponte em estudo reagem a um possível aumento 
da rigidez devido à deformação dos seus elementos, aplicou-se ao modelo numérico uma temperatura 
de 40ºC sendo retirada a deformação de cada ponto que define a estrutura segundo as três direções 
ortogonais (Figura 6.24). Seguidamente, a cada um desses pontos são adicionadas as deformações 
medidas obtendo-se a geometria da estrutura deformada.  
 
 
Figura 6.24 – Deformação devida a temperatura. 
 
Para a estrutura deformada realizou-se uma análise modal obtendo-se os seguintes resultados: 
 
Tabela 6.8 – Variação das frequências naturais para uma alteração da geometria da estrutura 
Direção Frequência T=40 °C Diferença (%) 
Vertical 
2,2 2,2 0,0 
3,8 3,8 0,0 
6,36 6,36 0,0 
7,5 7,5 0,0 
Transversal 
2,2 2,2 0,0 
4,76 4,76 0,0 
6,61 6,61 0,0 
 
Como se constata, mesmo para este valor de temperatura tão elevado, não se verifica qualquer alteração 
nas frequências naturais da estrutura, significando isto que a hipótese de que as deformações sofridas 
pela estrutura iriam causar variações nas frequências naturais desta estava errada. 
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Devido à existência de fendas ao longo do arco que não foram reparadas na reabilitação realizada, 
encontrando-se bem documentadas numa recente avaliação, importa estudar a possibilidade de estas 
influenciarem as frequências medidas, partindo-se do pressuposto que com o aumento de temperatura 
as fendas fecham provocando uma variação de rigidez do arco.  
De maneira a simular estas fendas, de forma simplificada, introduziram-se rótulas em certos pontos do 
arco definindo-se oito cenários distintos (Figura 6.25).  
 
 
Figura 6.25 – Simulação de fendas no arco.  
 
Para cada um destes cenários foi realizada uma análise modal obtendo-se os mais diversos resultados. 
Desses resultados apresenta-se nas tabelas 6.9 e 6.10 os resultados obtidos para 6 desses cenários.  
 
Tabela 6.9 – Variação das frequências com a introdução de rótulas – D1-D3-D5 
Direção 
Frequência 
(Hz) 
D1 
(Hz) 
Diferença 
(%) 
D3 
(Hz) 
Diferença 
(%) 
D5 
(Hz) 
Diferença 
(%) 
Vertical 
2,2 1,79 18,82 2,10 4,55 2,03 7,73 
3,8 3,30 13,24 3,74 1,58 3,16 16,84 
6,36 5,71 10,22 6,05 4,87 5,74 9,75 
7,5 7,40 1,35 7,05 6,00 7,42 1,07 
Transversal 
2,2 1,44 34,55 1,72 21,82 2,09 5,00 
4,76 3,82 19,68 4,53 4,75 4,49 5,59 
6,61 6,04 8,65 6,46 2,25 6,60 0,14 
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Tabela 6.10 - Variação das frequências com a introdução de rótulas – D7-D8-D9 
Direção 
Frequência 
(Hz) 
D7 
(Hz) 
Diferença 
(%) 
D8 
(Hz) 
Diferença 
(%) 
D9 
(Hz) 
Diferença 
(%) 
Vertical 
2,2 1,81 17,95 1,87 15,00 2,01 8,64 
3,8 3,79 0,26 3,60 5,24 3,12 17,89 
6,36 5,91 7,08 5,53 13,05 5,83 8,33 
7,5 7,16 4,53 7,46 0,53 7,33 2,27 
Transversal 
2,2 2,16 1,82 2,15 2,27 2,01 8,64 
4,76 4,12 13,37 4,20 11,69 2,16 1,82 
6,61 6,36 3,77 6,37 3,62 4,37 8,07 
 
Analisando os resultados obtidos constata-se que, dos cenários apresentados, o cenário D7 é aquele que 
apresenta maior interesse, uma vez que consegue aproximar melhor a realidade devido à elevada 
variação verificada para a primeira frequência vertical e segunda transversal.  
Com esta análise pretende-se demonstrar que, com o aumento de temperatura e consequente fecho de 
uma possível fenda que exista na zona D7, as frequências mais afetadas serão aquelas para as quais a 
diminuição do módulo de elasticidade não consegue explicar as flutuações das frequências. Analisando 
a tabela anterior verifica-se que de facto, as duas maiores variações pertencem a duas dessas frequências, 
sendo essas a primeira frequência vertical e a segunda transversal.  
O pressuposto de que se parte é de que devido à fenda D7 cada uma das frequências apresenta variações 
dependentes da abertura da fenda. Ou seja, quando a temperatura aumenta a fenda fecha obtendo-se 
assim as frequências correspondentes a um arco mais rígido. No entanto, como já se provou, o efeito da 
temperatura sobre módulo de elasticidade provoca uma diminuição generalizada em todas as 
frequências.  
Analisando as restantes frequências constata-se que a variação verificada para cada uma é bastante 
inferior, este facto converge com o pressuposto a ser considerado, uma vez que, para estas frequências 
verificou-se que a diminuição do módulo de elasticidade tem um papel importante nas suas flutuações. 
O que se pode concluir é que para estas frequências verifica-se o oposto, o efeito do módulo de 
elasticidade sobrepõe-se ao efeito do fecho da fenda sendo que, no entanto, como demonstrado nos 
modelos bilineares, eventualmente o efeito do fecho das fendas, ultrapassa o efeito da diminuição do 
módulo de elasticidade. 
Porém fica por explicar o comportamento da terceira frequência transversal que se apresenta em tudo 
semelhante ao comportamento da segunda frequência transversal. 
Em síntese conclui-se que o cenário D7 apresenta bons resultados conseguindo parcialmente explicar 
alguns fenómenos observados, no entanto a realidade é com certeza afetada pelo contributo de vários 
cenários. Deve assim ser realçado que o comportamento real da estrutura dependerá de outros fatores 
que não foram aqui analisados, tendo sido apresentadas algumas explicações possíveis e parciais para o 
que foi observado. 
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6.5 CONCLUSÃO 
Neste capítulo foi construído um modelo numérico da ponte rodoviária de Foz Tua através de elementos 
finitos do tipo barra. Foram modelados todos os elementos constituintes da estrutura através dos 
desenhos da memória descritiva da reabilitação realizada sobre a ponte, fazendo-se um esforço por ser 
o mais fiel possível à geométrica real da estrutura.  
Após criação do modelo realizou-se a sua validação e ajuste recorrendo aos resultados obtidos no 
capítulo 4, aquando da caracterização dinâmica da estrutura.  
Percebeu-se que a estrutura se encontrava demasiado flexível para ambas as direções tendo sido 
necessário ajustar o módulo de elasticidade atribuído a cada barra. Revelou-se também necessário 
realizar ajustes ao nível da rigidez dos aparelhos de apoio concluindo-se que a rigidez determinada a 
partir do catálogo do fabricante não correspondia à realidade.  
Após algumas iterações em que se foi modificando os parâmetros mencionados obteve-se um modelo 
final, que apresentava uma diferença máxima relativamente às frequências estimadas a partir do ensaio 
de vibração ambiental de 9,38 % e uma diferença mínima de 0,99 %. Considerou-se assim que o modelo 
se encontrava apto para realizar as análises necessárias.  
A primeira análise realizada consistiu em utilizar uma fórmula proveniente do MC90 que exprime a 
evolução do módulo de elasticidade com a temperatura. Com esta fórmula determinou-se o módulo de 
elasticidade correspondente à temperatura de 30 e 40º C atribuindo-se cada um aos elementos do 
modelo.  
Foi assim possível concluir que o efeito que a temperatura tem sobre o módulo de elasticidade provoca 
uma diminuição de todas as frequências, sendo esta diminuição mais visível nas frequências que 
demonstram na secção 5.6 diminuir de valor com o aumento de temperatura.  
Numa segunda análise tentou-se perceber se a variação da geometria do arco, e eventual aumento de 
rigidez, devido ao aumento de temperatura poderia ter algum efeito sobre as frequências naturais da 
estrutura. Desta análise foi possível verificar que as frequências não apresentaram nenhuma variação.  
A última análise realizada consistiu em tentar simular, simplificadamente, a existência de fendas ao 
longo do arco, partindo do pressuposto que estas abrem e fecham com a temperatura fazendo a rigidez 
da estrutura variar.  
Foi assim possível concluir que a existência de fendas na proximidade do sexto montante poderia 
explicar o aumento dos valores verificado em duas das frequências em que esse fenómeno foi observado. 
Ficando por explicar o porquê do aumento da terceira frequência transversal. 
Por fim importa referir que todas as conclusões retiradas deste capítulo não passam de hipóteses, estando 
a cada uma associada uma enorme incerteza. É então importante perceber que não é possível afirmar 
com grande certeza que os fenómenos para os quais se tentou obter explicação, acontecem pelos motivos 
encontrados. Sendo necessário elaborar estudos bem mais complexos de maneira a obter maior 
confiança em relação às respostas que se procura.  
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7 
CONCLUSÕES E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS 
 
 
7.1 CONCLUSÕES  
O trabalho desenvolvido no âmbito desta dissertação teve como objetivo, numa primeira parte, a 
caracterização dinâmica da ponte rodoviária da foz do rio Tua, através da criação de rotinas MatLab que 
automatizassem o processamento dos dados colhidos no ensaio de vibração ambiental. Numa segunda 
parte, o estudo e tratamento de dados provenientes do sistema de monitorização instalado na ponte, 
seguido da construção de um modelo numérico da estrutura com vista à explicação do comportamento 
dinâmico da mesma.  
De maneia a cumprir esses objetivos começou-se o estudo com a introdução das bases teóricas dos 
métodos de identificação modal estabelecendo-se diferentes modelos matemáticos que permitem definir 
a resposta de uma estrutura, contendo um ou múltiplos graus de liberdade, quando esta se encontra 
exposta quer a uma excitação determinística como estocástica. Esta exposição teórica foi acompanhada 
por aplicações práticas desenvolvidas em MatLab que possibilitaram uma melhor compreensão de 
alguns dos conceitos apresentados.  
No capítulo 3 com as bases teóricas de cada método já estabelecidas são descritos os princípios 
fundamentais e os passos principais dos dois métodos de identificação modal utilizados: o método de 
seleção de picos e o método de decomposição no domínio da frequência fazendo-se a implementação 
de cada um em rotinas MatLab.  
No mesmo capítulo é feita uma breve descrição dos três ensaios mais correntemente usados na 
identificação modal de estruturas de engenharia civil, referindo-se as vantagens e desvantagens de cada 
um.  
No capítulo 4 são aplicadas as rotinas MatLab desenvolvidas, permitindo o processamento da 
informação recolhida do ensaio de vibração ambiental realizado sobre a ponte em estudo. Foi assim 
possível identificar sete frequências naturais distintas – quatro verticais e três transversais definindo-se 
para cada uma a respetiva configuração modal. Concluindo-se que tanto o método de seleção de picos 
(PP) como o método de decomposição no domínio da frequência (FDD) permitem a obtenção de 
resultados muito semelhantes. 
No capítulo 5 é apresentado o sistema de monitorização instalado na ponte que permite manter em 
constante controlo a evolução das sete frequências naturais identificadas, possibilitando a deteção de 
possíveis ocorrências de dano nos diferentes elementos da estrutura. 
Pela análise de cada uma das frequências ao longo de um ano inteiro de registos (3 de Dezembro de 
2011 a 3 de Dezembro de 2012) concluiu-se que estas apresentam grandes variações, em especial para 
os meses quentes do ano. Tornou-se então necessário desenvolver um modelo matemático que 
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permitisse extrair, ou pelo menos minimizar, essas variações, uma vez que estas poderiam muito 
facilmente mascarar as variações nas frequências naturais provocadas por eventuais danos estruturais. 
Com vista a criar este modelo foram testados diversos tipos de regressões concluindo-se que os melhores 
resultados são obtidos a partir de uma regressão linear múltipla considerando, como variáveis 
explicativas, a temperatura e outras frequências medidas que apresentem uma boa correlação com a 
frequência em análise.   
Por fim no capítulo 6 é desenvolvido um modelo numérico constituído por elementos finitos do tipo 
barra que foi validado e ajustado a partir da realização de uma análise modal, efetuada pelo próprio 
software, em que se comparou os resultados devolvidos com os resultados provenientes do ensaio de 
vibração ambiental.  
Com este modelo foi possível esclarecer o comportamento de algumas das frequências identificadas 
verificando-se que o efeito da temperatura sobre o módulo de elasticidade do betão desempenha um 
papel importante nas variações observadas.  
Conclui-se também que a existência de fendas ao longo do arco também poderá explicar algumas das 
flutuações encontradas.  
 
7.2 DESENVOLVIMENTOS FUTUROS  
Neste trabalho foi realizado o estudo dinâmico da ponte rodoviária na Foz do Rio Tua conseguindo-se 
com sucesso identificar as frequências naturais da estrutura e respetivas configurações modais, porém 
devido ao tempo limitado para a realização desta dissertação, ficaram por estimar os coeficientes de 
amortecimento modal, algo que seria possível realizar através da versão melhorada do método de 
decomposição no domínio da frequência (EFDD). Em trabalhos futuros será de todo vantajoso explorar 
as potencialidades do EFDD, mas também, procurar aprofundar o estudo recorrendo-se a métodos mais 
complexos e poderosos como o SSI-COV e o p-LSCF. 
Os modelos matemáticos desenvolvidos que permitem minimizar os efeitos ambientais e operacionais 
são modelos estatísticos que não contabilizam a componente física do problema. Neste sentido, percebe-
se que o desenvolvimento de modelos numérico do tipo termomecânicos, que simulem a interação entre 
os diferentes materiais e a temperatura poderiam permitir uma melhor compreensão do fenómeno 
garantindo a criação de modelos mais robustos e eficientes.  
A falta de resultados obtidos a partir do modelo numérico criado poderá ser atribuída a diversos fatores, 
dos quais se destaca a não modelação das fendas existentes ao longo do arco que se concluir poderem 
ter influência sobre as frequências medidas. Como tal sugere-se a criação de modelos numéricos mais 
complexos, como elementos finitos do tipo volume, que permitam a modelação desses fatores.  
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